4‘_L¥Cé€ de Kerichen MP — Physique-chimie. Devoir surveillé
BREST

DS n2-2: corrigé

Deuxiéme probléme : Electrostatique et Magnétostati  que

1°® partie : Condensateur cylindrique

1/ Enoncer le théoréme de Gauss

Etant donnée une distribution de charge quelcoetjuee surface fermée quelcon@ée flux sortant du
champ électrique a travers cette surface est égalpport par la permittivité du vide, de la charge

située a l'intérieur d&:
4 E . ds=u
S 80

Remarque «énoncer »suppose une rédaction minimale en bon francaisalenn cas, I'écriture de la
seule formule ne peut étre suffisante.

2/ Calculer la composantg(r) du champE

L’énoncer suggere clairement (sans que cela soéxgilicitement) que I'on ne doit pas tenir comgés
effets de bords.

Choisissons pour surface de Gauss, une surface
fermée en forme de boite cylindrique, constituée

d’'une surface latérale cylindrique de hautbur A
et de deux « couvercles » circulaires.

Le vecteur E étant radial, son flux est nul a
travers les couvercles. h

Le vecteurE étant perpendiculaire a la surface
latérale S,, et sa valeur algébriquE(r) étant

uniforme sur cette surface, son flux sortant est
egal au produit de cette valeur algébrique par
'aire 21rh de cette surface latérale :

cpE:gj‘)sEngS:”%E(r)EDE d%”@ E)r ds (E)ﬂ§ ds2n e

La charge intérieure a la surfa@ est alors égale a la charge portée par I'armaioterne du

_Q

condensateur, soit Q. En appliquant le théoren@aiess nous en déduisong.. = 2nrhE(r) ==
80

Soit : E(r): Q

2TErh
3/ al Calculer la circulation du champ électrique

— Q d Q [lnr]:: Q

I’_—JZ r= R
£ Jr 2mErh 21e h

In—=
aeh R

3/ b/ Relier cette circulation aux potentiels desatures

2
re=-f av=-(u-y)=y-v
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4/ al Exprimer la capacité du condensateur: C = Q . 2TEoh
V2 _\/1 In &
R

4/ b/ Application numérique : C=4,0x10" F= 40 pl

5/ Que devient I'expression @&si les rayons sont trés voisins...

C= 2TEoh _ _ 2MEoh . Sachant quén (1+x) ~ X, nous pouvons écrireC  ~ 2meghRy
I RZ e Xx-0 e-0 e
n—- Inl1+=

R R

!

: . . L ;S L
Ceci est bien I'expression de la capa&é& —>— d’un condensateur plan d’épaisselr e et de surface
€
S =2mnhR.

6/ a/ Pour quelle valeur ada norme du champ électrique est-elle maximalaleuerV,, ...

E(r)= 5 Q - étant une fonction décroissante dela norme deE est maximale pour la valeur
TE, ¥

minimale der, a savoirr =R, .
Q :C(VZ_Vl): V.~V
2re,Rh - 2regRh R(In B-In B

La condition‘E‘ < E, s’écrit donc aussi bie& =

<E,

Ouencore: V,-V,<V_. = anln%
6/ b/ Application numériqueV,_ =2,08x 10 V= 208 k\

7/ al Calculer I'énergie électrostatique du systéimehargese, :%”. oVds.

S0s,
Le potentiel étant uniforme au niveau de chaquetréde, nous avons :

5e:1.U chs+3“' oVdsio Ve, V)
2JJs 2JJs 2 2

2
Avec 0,S =+Q et 0,S, =-Q, cela s'écrit encoré, :%Q(V2 -\,) :% C(V,- V)’ = —;%

Nous reconnaissons bien I'expression de I'énergetréque du condensateur chargé.

7/ b/ Calculer I'énergie du champ électrique par sgpression intégral&, = ”J u,dt

2re,rh
exprimer I'énergie élémentairdE, contenue dans la couche élémentaire de rayon cereptrer et
r +dr, de volumedt = 2rwrhdr :

o, L, . ) 1 —2 1
La densité d’énergie électrostatique ayant pouresgonu, ZEEOE :—280[ Q j , hous pouvons

2
dgezuedrzlso( Q J orrhdr=— 3 9"
2 "\ 2rerh dreh r
Nous obtenons I'expression dg en intégrant cette expressionideR, ar =R, :
& :J‘R2 Q2 E: QZ |n&:lg
rR drehr 4meh R 2C

e

7/ ¢/ Commenter ces résultats.
Nous trouvons la méme valeur par les deux calatiksst bien normal, il s’agit de la méme énergie.
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2°™Me partie : Cable coaxial

1/ Enoncer le théoréme d’Ampére.

Etant donnée une distribution de courants quelcentgucirculation du champ d’'induction magnétique
sur un parcours fermé orienté est égale au produit par, de lintensité électrique algébriguement
enlacée par la courb@. S étant une surface s’appuyant sur la cowbet orientée de fagon conforme a

I'orientation de la courb& , l'intensité enlacée est egale au flux de la dérde courantT a traversS
Ce flux est indépendant de la surf&ehoisie :

¢ § ljj? = “0 Ienlacée: “ Jj TE dS C
C POS

parC

2/ al Montrer que le champ magnétique créé en Mrésoradial.

Le plan passant par M et contenant I'axe €t un plan de
symétrie de la distribution des courants. Le chﬁmest donc
orthogonal a ce plan, c’est-a-dire qu’il est ortubal.

2/ b/ Montrer qu'il peut se mettre sous la for@ér) e,

Le probléme est invariant par rotation autour del®module de
B ne dépend donc pas fle

Le probleme est invariant par translation selan |® module de
B ne dépend donc pas de

Conclusion :B = B(r) g
2/ bl Préciser la forme des lignes de champ.
Les lignes de champ sont circulaires, coaxiales &veylindre

3/ a/ Montrer que le champ est nul pour R,
Considérons un contour circulaire centré sur 'alerayonr >R, . L'intensité enlacée par cette courbe
fermée a pour valeur =+l —=1 =0. Nous en déduisons, par application du théoremengdére, que

enlacée ™

la circulation deB sur ce parcourt est nulle2rrB(r) =0, doncB = 0 .

3/ b/ Expliquer I'intérét du céable coaxial.

Le cable coaxial, contrairement a un fil simplecn&é pas de champ a I'extérieur et donc ne pertpals
les circuits avoisinants.

4/ Calculer les densités de courants

La densité de courant, supposée uniforme, est agaiapport de l'intensité et de la section du fil
- I . I — I —

jj=t—2Le =+ e et j=+—F——%2—~e=—+——=¢€

R R nR-R)" n(R-R)
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5/ Calcul de la composanﬁz(r) par application du théoréme d’Ampére

Dans tous les cas, nous choisissons pour parctAmgpére un parcours circulaire centré sur I'axedd
passant par M. La circulation du champ d’inductinagnétique sur un tel parcours a pour expression

M= L B [t/ =2mr B(r) et le théoreme d’Ampere s'écrify, =21 B(r) = ol e

Selon la valeur de le courant algébriguement enlacé a différentpsessions :

. _ o, r Ml T
Sl alr <R1 : Ienlacé_ ) % ’ =+ _Rz et donc B(r)_+ 2(;'[ RZ
5/b/R<r<R, : . .=+ et donc B(r):+“—°|
enlacé 2T[|'
5/c/R<r<R: | ..=|+] xn(rz—Rz):H Tl et donc B(r):+“_0I 1 R_§_r
enlacé 2 2 Fz_ § 2T[R32— p

6/ Justifier, puis vérifier la continuité du charBp

Justification: En I'absence de courants surfaciques, la conmpesangentielle ddB est nécessairement
continue a la traversée des interfaces.

Vérification: Enr =R, B(r) :% calculé avec a/ aussi bien qu’'avec b/
Tt
Enr=R,, B(r) = Mol calculé avec bf aussi bien qu'avec c/
21nR,
7/ Dessiner le graphe d&(r)
B(r)

Hol
2R

Mo !
21R,

R R, R, '
8/ Quelles sont les propriétés d’invariance etytheéirie du potentiel vecteuk défini dans le cadre de la
Jauge de Coulomb ?
Le plan passant par M et orthogonal a2 €3t un plan d’antisymétrie de la distribution desirant, il
s’ensuit que le potentiel vecteur en M est orthaance plan et donc colinéaire @ OA = AE

De plus, le probleme étant invariant par rotatioelgonque autour dezZ®t par translation quelconque
selon @, la composanted, de doit dépendre que de A = A (r) e,
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9/ Déterminer le potentiel vectel.

Le champ étant nul a I'extérieur du cable, nousvpas choisir le potentiel vecteur nul pourER,. II
sera alors nul a l'infini. Dans chaque cas, nowssifsons un parcours rectangulaire orthogonahamp
B orienté de telle sorte que le flux & soit positif, comme indiqué sur le schéma suivant

/i\ (\Origine‘des potentiel
& . (A = O)

N
k\N

°c R R R T

La circulation du potentiel vecteur sur le segnhtest nulle du fait que I'on a choig, (R,) =0.

Cette circulation est nulle sur les segments N@M} orthogonaux A .

A, étant uniforme sur le segment PQ, nous en déduigoe la circulation dé sur le parcourt fermé
MNPQN est egale a(\z(r) h. Dans chaque cas, nous écrirons que la circuldof est égale au flux de
B :

@MNPQMgW: A(r)h:J‘J‘Surface‘B'l:-%’ ds= lﬁRS $) d soit Az(r)zj‘rRsB(l‘)dr

MNPQ

2 2R3
9c/R<r<R: 'A‘z(r):rm—OI ! (&—rjdr:”f’l L {R,flnr—r—z}

M R-R\ T M R-R |
et
et, en particulier, AZ(RZ):%(RfR——gFﬁln%_%j
9Ib/R <r<R: A()=A(R)+[ B(r)dr= A(R)+[ Lo a= A(B)+Elim
et, en particulier, AZ(F{):%[ R;;R22|n%_%+|n%j
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orair <R A(1)=a(R)+ [ 9 ar= A(R)s [l L = a( bt 2- 1|

A R 2R

- _W R R R
et, en particulier, A (O ——{ In—=+In—=
O onl " ""R """ R

10/ a/ Calculer I'énergie magnétostatique du systdencourants’ ——H‘[ Adt

tlljr2
I Rl ([ RE R R r?
[Adt,= 0 In—+|n— x2mrhdr
=l {@ G R 2R

R
wl [ RR,R)_ ] _mE (R OR,R_I
‘mﬁ“ﬁ@—smrzm Qz S%L‘ m“i%—ﬁ” gin Bé

1 — = _ 1 I B, 1 R, R-r y
SmZ_EJIIszzdeZ_ En(Rf—Rf)JRQ 211R32—R§£R32|n_r 5 J 2rirhdr

[P R R
2"(R§—R§)2 2 r 4 8],

gwﬂ{ RR | R @+@}

41T -

(@—@f R 4(R-R)

Soit, aprés ces calculs un peu longs ..

e ot R )RR R
=t 4“{[& RSJ R 2(R§—R§)J

10/ b/ Calculer I'énergie du champ d’'induction métigue & . Hj o dr.

TIDTZDT3

—2

B
La densité volumique d'énergie magneétique a pogressionu,, =—— et, dans un environnement de
24,

R
symétrie cylindrique de révolution, I'intégrale dalume s’écrit :& | S B(r)2><2nrh dr
24,

Nous décomposons ce calcul en trois contributions :

R 4R )
Sr’nﬁij‘ B(r ) x2mhdr——j — 2TIrhdr-“°—h_ r :Ho| hx_l
2“0 0 Rl 41 R“ 41 /

R R 2 ’
E,ngzij‘ B(r)’x2mwhdr = ! I o - ! (&—r] x 21rhdr
2“0 R, 2“0 Ry 2n RS - R§ r

_Hl” (LR ) R_BR-R
mhﬂw—@j'e 4@—@J
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R R 2 2
sn'qg=ij B(r)zszhdr:ij (“—0'] <2mmhdr =P hin R
2“0 R 2“0 R\ 2rr 4 Rl

Soit finalement :

2 2 )2 _
= Ept Ept Epg= 10 h[ﬂ R ija S3R-R +|ni]

m |4 \R-R) R aR-R) R
10/ ¢/ Commenter ces résultats.

Tout d’abord, nous constatons que les deux calabtutissent a une méme expression de I'énergie
magnétique, le deuxieme calcul ayant I'avantageésggner le lieu de sa localisation.

Par ce calcul, nous avons déterminé I'inductanceipaé de longueur du cable coaxial :

Lo M2 R ), R_3R-KE R
E 2LI L h[4 (RSZ—RZZJ Ian 4(R§—R§) In R}

Note: Dans le cas d’'un cable coaxial dont la tregsendsse peut étre considérée sans épaisseur, le
retour se faisant sous la forme d’'un courant déasar les expressions sont plus simples. Seules
subsistent les énergies localisées dans I'ame dle ¢ dans l'espace diélectrique entre les
conducteurs. L’inductance par unité de longueucdhle prend alors la valeur :

L:ﬁ(lﬂnij
h 2nl4 R
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