4LLycée de Kerichen MP — Cours de physique

BREST

ELECTROSTATIQUE

Chapitre 2

Potentiel électrostatique

2.1. Définition du potentiel

Energie potentielle électrostatique

Energie potentielle d’interaction de deux charges électriques

La force de Coulomb, force d'interaction électrtigize entre deux charges ponctuelles est une force
centrale en]/r2 et dérive donc d'une énergie potentielle, a lansde la force d’interaction
gravitationnelle entre deux masses ponctuelles.

Rappelons ce que cela signifie : plagons une chgygeamobile au point origine d’un référentiel galitee
et calculons le travail quasi statique que doirexeun opérateur pour amener en un point M unegeha
g initialement située en un poiM ;.

E 1 4d =

4T[£0r_zer

M,

Le travail élémentaire est égal, par définitiorla &irculation élémentaire de la force. Av% =-F,,
cela s’écrit :

2 4re, r

oW :Fﬂ;:— 1 qLaﬂ:— 1 quzdr: d( 1 q)q]
aTe, I dre, r

Le travail que doit exercer I'opérateur pour amenepuis une distance infinie, la chamg@ distance
finie de la chargey, a donc pour expression :

w = Emr=- 1 qoqzdr: 1 a9 __ 1 g99__1 gq
Mg W ATE, T 4TE, T 4re, 1 e, r,
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ELECTROSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel électrostatique

Ce travail est indépendant du parcours particulieM M suivi par la charge : il ne dépend que du
point origineM, et du point d’aboutissement M.

Nous appelons « énergie potentielle électrostatiyugysteme de deux charggsetq » la fonction :

&,

e

(r) =L %9,
aTe,

Le choix de la constante nous appartient, mais jjowvilégiera, chaque fois que cela sera possitiée,
prendre la constante nulle, choisissant ainsi dsidérer I'énergie potentielle nulle a I'infini.

Le travail W,, fourni par I'opérateur s’exprime alors comme lariaion de I'énergie potentielle
électrostatique du systéme de charge :

W, =AE,=E(M)=E (M )

Energie potentielle d’une charge dans un systéme de charges

Considérons un systéme decharges électriques ponctuellgs g,, --- , g, placées en des positions
fixes B, P,, --- , P, dans un référentiel galiléen. On appelle énergiergielle d'une chargg dans ce

systéme de charges la somme des énergies potntikihteraction de la chargpavec chacune des
chargesq :

i=1 [

Si nous avons affaire a une distribution continge atharges volumique, surfacique ou linéique, la
sommation sera exprimée non plus sous forme désarais sous forme intégrale :

s o] e - L[ A

Potentiel électrostatique

Définition
Si I'on place en un point M de I'espace une chadlgetriqueq, I'énergie potentielle d’interaction de cette
charge avec I'ensemble des autres charges préssttgportionnelle a la charge

L’énergie potentielle électrique divisée par largea) est indépendante de la charge d’essai et défieit u
caractéristique électrique en M que I'on appptiéentiel électrostatiquen ce point de I'espace :
& (M
V(M) = (M)
q
Des expressions démontrées de I'énergie potengéldigdrique, nous déduisons I'expression du paénti
dans les différent cas de distribution de charge :

V(M) = 1 G e dans le cas d’une charge uniqueplacée en O
41, OM
V(M) = 4; %+ c* dans le cas d'un ensemble de charges discgetaiscees erP
0 j=1 i
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ELECTROSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel électrostatique

- P
\Y, (M) -1 “ p( )6r +C"* dans le cas d’une distribution volumique contideecharge
41, JJJer MP

rr o(P o , ,
\Y, (M) -1 I ( )68 +C* dans le cas d’une distribution surfacique contideeharge
41, JJpis MP

¢ AP
1 L& +C' dans le cas d'une distribution linéique contineecdarge
4TI}'£0 Jrr MP

V(M)=
Linéarité
De facon générale, le potentiel électrostatiquerepoint de I'espace est la somme de contributiass
différentes charges présentes. Nous pouvons teésdnivisager une distribution de charge constiduiée
fois de charges discretes et de charges continues.

Remarque dans certains « problemes d’école », il peustekides charges électriques a l'infini et cela
interdit de choisir le potentiel électrique nul’iaflni. Sauf dans ces cas patrticulier, nous choiss le
potentiel nul a I'infini, ce qui revient & choisine constante nulle dans les expressions ci-dessus.

Attention ! Cette définition de I'énergie et du potentiel &lestatique suppose que toutes les

& charges électriques soiemimobiles dans un référentiel galiléenUne autre définition du
potentiel scalaire électrique sera donnée dansdeecplus général de I'électromagnétisme.
Toutefois, le potentiel scalaire électrique défians le cadre de I'approximation des régimes
guasi stationnaires coincide avec la définitiorctétestatique : dans le cadre de I'ARQS, les
vitesses des charges électriques sont tres pp#taspport a la vitesse de la lumiére.

Relation entre potentiel et champ électrique, opéra  teur gradient

Circulation du champ électrique

De la méme facon que le potentiel électrique efshiddomme énergie potentielle par unité de chalge,
champ électrique était défini comme force par udéeharge. Il existe donc les mémes relatione datr

champ électriqueg et le potentiel électriqu¥ qu’entre la force électriqué et I'énergie potentielle
électriquet, .
En particulier, la relation de définition de laféientielle de I'énergie potentielle comme I'oppaila

circulation élémentaire de la force devient, enisdint par la charge, la relation de définition de |
différentielle du potentiel comme opposé de lawatton du champ électrique :

d&, =-F, [ar = dVv =-E [dr
Le potentiel en un point M quelconque de I'espase donc défini comme la circulation du champ

électrique entre un point particuli®t, (qui peut étre rejeté a l'infini) et M :

V(M)=- j _ Edr
MM
Opérateur gradient
Le potentiel électrostatique est une fonction datpa’est-a-dire une fonction des trois varialdealaires
gue sont les coordonnées cartésiennes du puifit) =V (x y 2.

La différentielle d’'une telle fonction a pour exgs®n : dV :6_V dX+0_V dw%—v d:
z

0Xx ay
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En coordonnées cartésiennes, nous pouvons dévell@ppeculation élémentaire du champ électrique
comme un produit scalaire :E [dr = E dx+ E, dy+ E d:

Chaque composante du champ électrique s’identdfiecd I'opposé de la dérivée partielle du potentiel
par rapport a la méme coordonnée :

E =- oV E, = ov - ov
0x ay 0z
Ces relations scalaires définissent 'opérateutorast « gradient » que nous noterons :

oV | 0
X ax
E=—graav=| Y grad==2=| 9%
oy or oy
oV 0
| oz | | 9z

Remarque d’autres notations sont souvent utilisées pair apérateur de dérivation vectorielle. En

o = . .0
particulier, la notatiori] (lire : « nabla ») est systématique dans les pags-saxons. La notatlogz,
r

moins fréquemment utilisée, est pourtant trées mméchmique.
Exemples de fonctions gradient

. : —1
e Nous avons déja calculé le gradient de la foncgion grad—=- %
r r r
S , : 1 ¢ ., —- 1 q—
Application: le potentiel coulombieN =——— est associé au chantp = — €
4T, 1 AT, 1

e Exprimons, plus généralement, le gradient d’umetion scalaire isotropé (r) :

2 2
i(f(r)):ﬂiza Xy +Z df_ x 0 \ous en déduisons grad(f (r))=——e
ox ox dr ox dr rdr

e Gradient de la fonction scalaike[¥ ot k est un vecteur constant :

o fea)

X g (kxX+ K y+ Kk % = k. Nous en déduisons : m(E [E) -k

" ox
Application: le potentiel coulombieN =-E [ est associé au champ const&nt

e Gradient de la fonction scalaig¥”™ ol k est un vecteur constant

i(e‘k"m-) :i(é(k*”kywm) = k &7 . Nous en déduisons : ﬁj(em) =k &7

0x 0X

e Quel est le gradient d'un produit de fonctiondacas ?
9 of dg e o — S
&(f Xg)—& g+ f&. Nous en déduisons : grad( f xg) = ( grad)g + f( grauj;)
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Note: le gradient peut étre exprimé dans dautresesyss de coordonnées que les coordonnées
cartésiennes. Les expressions ci-dessous n‘ontap@se mémorisées, en cas de besoin elles seront
fournies. Il est indispensable toutefois d’en coemgire la signification.

En coordonnées cylindriqués, ¢, z) :  E, = _?3_\:) E, = —%% et E, = _(?3_\2/

En coordonnées sphériquis 6, ¢) : E = _?3_\: E, = —?1% et E, =- rsilne%

Equation de Poisson

Nous avons déja démontré la relatidivE =££ correspondant a I'expression locale du théoréme de
0

Gauss. Cette relation peut étre exprimée relatimtnge la fonction potentiel sous la forme

2
div(grad\/):az\g +62\2{+6V:—B.
x> ay° 07 g,
e 9> 0° 0°
L’'opérateur scalairediv(grad):—2+—2+— s'appelle opérateur laplacienet est noté le plus
x> 9y’ 07

souventA, parfois’.
Le potentiel électrostatigi obéit en tout point de I'espace a I'équation ds&m :

av=-F
EO

Note: le laplacien peut étre exprimé en coordonnédimdrjgues et en coordonnées sphériques. Les
expressions ci-dessous n’ont évidemment pas an@&neorisees.

. 10( oV 10%V 0%
En coordonnées cylindriquép, ¢, z) : AV=——|p— |[+=—+—
yindriquge. ¢. 2 papEp apj o7 097 | 07
. 10 oV 1 o0(_. .oV 1 0%V
En coordonnées sphériqugs 6, : AV == —| r?=— |+ —|sin— |+ ———
Phériqugss 6, ¢) rZar( arj rzsineae( aej *(sin6)’ 8¢’

Nous serons rarement amenés a résoudre directégmumtion de Poisson. Rappelons-nous cependant
gue nous en connaissons une solution de la forme :

V(M):4_;EO mm%&

Equation de Laplace

Dans des régions de l'espace ou la densité volundpi chargep est nulle, I'équation de Poisson
s’écrit :

AV =0
Cette équation s’appelle alors « équation de LaptacNous saurons assez facilement exprimer des
solutions particulieres de cette équation dansede problémes a tres haut degré de symétrie.
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En particulier, dans un prochain chapitre, nousraferons des solutions de I'équation de Laplace a
laquelle satisfait le potentiel dans I'espace \@d&e des conducteurs en équilibre électrostatique.

Remarque nous rencontrerons également I'équation de Pwoides de I'étude de la conduction
thermique. Dans certaines conditions de linéae® ilieux conducteurs thermiques, la températaite d
satisfaire a I'’équation de Laplace dans les espmarant les sources de chaleur.

2.2. Circulation du champ électrostatique

Le champ électrostatique est a circulation conserva  tive

Dire que le champ électrostatique dérive d'un pi¢émevient a dire que la circulation du champ
électrique sur un parcours fermé est nulle. Cetiprggté s’exprime habituellement par cette expoess
« le champ électrostatique est a circulation comdime »

Quel que soit le parcouid fermé : E [br=0
C

B

J‘AEB‘JIF:V(A)—V(B) Cﬁcﬁgmzo

AB

Circuit ouvert Circuit fermé

Attention ! Cette propriété du champ électrique n’est vraieeq@lectrostatique dans un

& référentiel galiléen. Dans le cadre le plus géndealélectromagnétisme, le champ électrique
fonction du temps n’est pas a circulation consérgaty compris dans le cas particulier de
I'approximation des régimes quasi stationnaires.

Opérateur rotationnel, théoréme de Stokes

J

m

N

Densité surfacique de circulation

\
\
\
>\
1
]
1
/

Considérons un champ de vecteurs
guelconqueE et une direction quelconque . 'Y
z

de I'espace que nous choisissons comme axe
Oz d'un référentiel cartésien orthonormé

\

e — p—

(0,x,y, 2 =3xdy
Autour d'un point M quelconque, de
coordonnées cartésienne¢x, y, z), on

X

envisage un  parcours  élémentaire
rectangulaire dans un plan orthogonalza O
de largeurdx et de longueurdy, orienté

dans le sens de rotation positif autour ge O
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Exprimons la circulation élémentai@ , du champE(x, Y, z) sur ce parcours. Cette circulation se
décompose en quatre contributions que I'on va &sspar paires paralléles :

o= E((9. w Jox E(xax(y J5y H( ) ¥ y)ED)x ,E &)y
{Ey(mxma—w V¥ EH(x 35 y)e ) ,y)jzéxéy

OX oy

Quanddx et dy tendent vers zéro, nous reconnaissons |'expresi&ateérivées partielles de composantes
du champ. Dans cette limite, nous pouvons écrire :

oE,
or, = 9 0S
X ay

O0E
La quantité algébriquea—y—% représente au point M la densité surfacique drileition 66;1 autour
X y

de la directiore, .

Définition du rotationnel d’un champ de vecteur

Nous définissons leotationneldu champ de vectelE , noté rotE , le vecteur ayant en chaque point de

I'espace, une composante pour chaque directioredpdce égale a la densité surfacique de circulatio
autour de cette direction. En coordonnées cartésgrcela s'écrit :

- OE \— — (0 —
rot = oE, % e + JE, _0E, g+ _Ey_a_Ex e
dy 0z dz 00X ox 0y
Remarque importante la notation « nabla » trouve ici toute sa valeymbolique. En effetje
rotationnel d'un champ de vecteur s’exprime commed produit vectoriel symbolique de I'opérateur

nabla par le champ de vecteur Cette méthode mnémotechnique mérite d’étre reteBacore faut-il
déja savoir exprimer un produit vectoriel sanstaésh !

(a1 [.] | o — | [9E, _9E
— & | B &l |3v 2s
ox 0X y 4
e =00E=| 2|0 g|=| L g §|=|&=-&
ay oy 0z 90X
| |
I91lg| |2 g o] |B-%
Loz] [ " 0z | Ox 0y |

Note: le rotationnel peut aussi étre exprimé en coonées cylindriques et en coordonnées sphériques.
Les expressions ci-dessous n’ont évidemment pag an&morisées.

En coordonnées cylindriqugp, ¢, z)
— OE, \— (0 _
rotg = EE—_‘b %+ _Ep—E % (p %) _]'_Ep
pop 0z 0z 0p P Gp p 0
En coordonnées sphériquis 6, ¢) :

rotE:[ 1 9(E,sine) 1 aESJE{ 1 aEr_16(rE¢)J§+(r_16(rEe)__16Erj§

rsin® 00 r sin@ o¢ rsimMaos r a d r 0o
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Théoreme de Stokes

Le circulation orientée est une grandeur extenssiel'on considére deux surfaces ouvert@set S,

adjacentes (c’est-a-dire ayant une partie de cortomnmun) et orientées par continuité, la circolati
orientée sur le contour de la surface sonre SO S est égale a la somme des circulations orientées

sur les contours des surfacgset S, .

En effet, la circulation le long la courbe frongéentre les surfaceS et S, est comptée deux fois avec
des valeurs algébriques opposées.

\

\ Fsns =M+l s

|

Cette propriété se généralise sous la forme ingdrathéoreme de Stokes :

Théoreme de Stokes

La circulation d’'un champ de vecteur le long d’unecourbe fermée orientée est égale au flux du
rotationnel de ce champ de vecteur a travers une dace s’appuyant sur cette courbe. La
surface doit étre orientée conformément a I'orientdon de la courbe.

—_—

Nz
¢ E &t =[] ol E i 55
c s

C

—

C™~_~

G

Equation locale

Cela revient au méme de dire que le champ éleatrgge dérive d’'un potentiel que de dire que la
circulation de celui-ci sur un parcours fermé asdten ou encore, expression équivalente, que lenpha
électrostatique est a « circulation conservative ».

Il s’ensuit une propriété géométriqgue généralectiesnps électrostatiques : les lignes de chammtéegs
par le champ, prenant naissance sur les chargéw@e®t aboutissant aux charges négatives, neepéu
en aucun cas se refermer sur elles-mémes.

Cette propriété s’exprime localement par l'affirmatqu’en tout point de I'espace, le rotationnalrd’
champ électrostatique est nul. Ceci est une sisgiséquence du théoreme de Stokes :

qSE[W:o oc - ”Btﬁtﬁas:o 0
C S

Cette derniére proposition ne peut étre vérifiéellgugue soit la surfac8 que dans I'hypothése ou le
rotationnel du champ est nul en tout point de Eesp:

Enélectrostatique, roE = 0
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Attention ! Cette équation locale’est pasune équation générale de I'électromagnétisme. Elle
ne sera plus vérifiée dés lors que les chargesntsemm mouvement, méme dans le cas

& particulier de I'approximation des régimes quaatishnaires, e fortiori dans le cas le plus
général de I'électromagnétisme.

Continuité de la composante tangentielle du champ €  lectrique
a la traversée d’'une surface chargée

Considérons une surface chargée de densité suréagigt un segment élémentaidé dans le voisinage
d’'un point M de cette surface que nous supposdomasement plane.

Construisons une courbe fermée autour du point Mr&ginant un parcours rectangulaire « a cheval »
sur la surface chargée comprenant les segmente@é@inesd/, et &/, immeédiatement voisines d¥

dans le milieu 1 et dans le milieu 2. Dans la krgbnsidérée, les segments orthogonaux a la surface
chargée ont une mesure nulle et la circulationtthmp électrique sur le parcours rectangulaire deitré

aux deux seules circulations élémentaires surdgmentsd/, et 5/, .

En notantE, et E, les champs électriques dans les milieux 1 et 2paints M, et M, immédiatement
voisins de M, la nature fondamentalement consemvaté la circulation du champ électrique s’écrit :

o = £ (57, E, 87, =(E- E) 5 =0

milieu 1

milieu 2

La reIation(E —E) [&/ =0 doit &tre vérifiée quel que soit la direction dgmentd?, pourvu qu'il reste

dans le plan chargé. Cela implique que la compedsamgentielle du champ électrique est continue a |
traversée d’'une surface chargée.

Rappelons que ce n’est pas le cas de la compasamtele du champ électrique qui obéit a la relatien
discontinuité (E —E) [h =0/¢,.

Nous en déduisons la relation plus générale, ditelation de passage » du champ électrique a la
traversée d’'une surface chargée :

e
E1‘Ez—£—0nl
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2.3. Lignes de champ, surfaces équipotentielles

Lignes de champ

On appelle ligne de champ une courbe a laquellehlamp est en tout point tangent. Pour obtenir
I'équation différentielle des lignes de champ, n@asivons écrire la condition de colinéarité. Cette
condition s’exprime, en coordonnées cartésiennds fdeon suivante :

Note: en coordonnées cylindriques et, respectivenm@mndrigues, les équations différentielles s’écrivent

dp_PdP_ 9z o respectivement ' =149 rsinfde
= & E E E K
/I’ EZ. //I E
E /Ligne de cham
J &
— ﬁ : . dX : /II
ex : dg dy : J
; dz vy

Exemple considérons un champ de vecteurs dont les comfessacartésiennes sori, =a X,
E,=-ay etE,=0. Les lignes de champ sont données par I'équatftérentielle :

%:ﬂ soit %+Q:M:
ax -—-ay X Yy Xy

0

Nous en déduisons par intégration :xy=C®= x y,
Les lignes de champ sont, dans ce cas, des hypsréqlilatéeres.

Surfaces équipotentielles

On appelle « surface équipotentielle » un lieu’dsplce sur lequel le potentiel électrostatiqueéanm
valeur. Considérons un point M d’une telle surfatan déplacement élémentate a partir de ce point.
La variation du potentiel est égale, par définitiaopposé de la circulation du champ électrigue

dVv =-E [dr

Si I'on se déplace sur la surface équipotentiellé,=0, ce qui signifie que le déplacemedt est

orthogonal au champ électrique. Ceci étant vrallgwgie soit la direction du déplacement dans & pl
tangent en M a la surface équipotentielle, pououiefois que ce plan tangent existe. Nous en dédsiis
gue le champ électrique est orthogonal a la sudgagotentielle.
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Propriété géométrique des lignes de champ

En électrostatique, les lignes de champ électriquesont orthogonales aux surfaces
équipotentielles, sauf éventuellement en quelque®ipts singuliers ou le champ électrique est
nul.

G

2.4. Energie électrostatique.

Energie d’un systéme discret de charges électriques

Doublet de charges

Nous avons deja étudié I'énergie électrostatiqua dysteme de deux charges électriqyest q,, celle-
ci a pour valeur :
(C/‘ —_ 1 0(I.Q2 +Cte

¢ 4, T,
La constante peut étre choisie nulle et I'on colr@ichlors que I'énergie électrostatique est nolisgue
les charges sont infiniment éloignées.

Cette expression peut aussi bien s’écrire sous aatte forme, apparemment plus compliquée, damg no
démontrerons l'intérét par sa possible génératinatitoute distribution de charge, discrete ouinaet:

1 1 1 1 1
. :_ﬂ;( % +qz—&]:—<q1vl+ aV)

G >

e, T, are or o,

Ensemble de n charges
L’énergie électrostatique d’'un systeme rdeharges{ql, Q- q} est égale a la somme des énergies

électrostatiques des paires de charbq;s qj}. En écrivant, comme nous l'avons déja fait pounxde
charges, chaque produjtq, sous la formeg ¢ =%(q g+gq q), cela s’écrit :

A ~ 1 g
ge_Ezqi Z4T[EI'_--J

i=1 i=1 0 i
j#i

Dans la deuxiéme somme, nous reconnaissons letigbtén=V (M, ) créé au poiniM; ou se trouve la

chargeq par 'ensemble des autres charges, c’est-a-dieddes charges sauf la chaigeelle-méme.

Nous aboutissons ainsi a I'écriture de I'énergiteptielle sous la forme d’un ensemble de contrinsti
dues a chaque charge :

Energie d’une distribution continue de charges élec triques

Expression de I'énergie électrostatique en fonction du potentiel

Considérons une distribution volumique de chapsgb/l) confinée dans un volume fimi. Nous excluons
par conséquent I'existence éventuelle de chargjediai.
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La sommation discréte doit alors étre transformmée@mmation intégrale des contributions élémergaire

oE, :%pv o1, soit :

=3I sty

Dans le cas d'une distribution surfacique ou linéigi’énergie, I'expression de I'énergie électragte
s’écrit, avec les notations usuelles :

e, :%” a(MV(M)ss et &==[ A(M)V(M)s
MQOs

2 Jmoe

Expression de I'énergie électrostatique en fonction du champ

Sans démonstration, nous admettrons I'expressidiglergie électrostatique en fonction de la valéur
champ électrique en chaque point de I'espace :

g, :Iﬂ ESOEZ&' :III udt  avec uezls E
tout 2 tout 2

l'espace’ l'espace

u, est défini en chaque point de I'espace et s’appealensité volumique d’énergie électrique

Attention ! Nous parlons bien ici de la méme énergie électigsa &, d’une distribution

& continue de charge que dans I'expression précédamtéonction des potentiels, mais le
domaine d’intégration n'est pas le méme. Dans kmpgre expression, en fonction du
potentiel, I'intégrale peut n'étre étendue qu'asule région de I'espace contenant des
charges, alors que dans le second cas, lintégsile&tendue aux régions de I'espace ou le
champ électrique n’est pas nul.

Note: la démonstration de I'expression de la densié@mique d’énergie n’est pas exigible a ce niveau
d’études. A titre de lecture, la voici, en quelgligses de calcul.

Compte tenu de I'équation de Maxwell-Gayss sodivE et de la relation entre champ et potentiel

E =-gradV, on démontre sans trop de difficulté 'identitévaimte :pV =¢, div(VE) +¢, E .

1 1 = 1 —2
Nous avons alorsé&, :E.”.[ pV ot = _Z.U.[ SOdIV(V E)6T +—2”J. g, E ot

On démontre que ce terme
est nul dans la limite ou

le domaine d’intégratiom
s'étend a tout 'espace

Selon le théoréme de Green-Ostrogradski, nous psuécrire ” div(VE)ér = (_frﬁ VE, dS
T S

Si les charges électriques sont confinées dansolume fini, a grande distance le potentiel decaoit
moins enl/r et le module du champ décroit au moinslér . Le produitV‘E‘ décroit donc au moins

en ]/r3 et le flux du vecteuv E tend vers 0 lorsque le domaine d’intégration siéta tout I'espace.
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2.5. Quelques exemples simples

Sphere uniformément chargée en volume

. . . ) . 4
Considérons une sphere de ray®nuniformément chargée en volume de charge to@#egnR?p,
centrée au point origine O d’'un systéme de cooréleﬂlsphériqueér, 0, ¢).

Nous savonsa priori, que le potentieV ainsi que la densité volumique d'énergie électticpie u, ne

seront fonction que de la distarncau centre.

Du fait de cette symétrie, les lignes de champ émrun faisceau de droites passant par le point O
(divergentes pouR >0, convergentes pou® <0) et les surfaces équipotentielles sont des splikres
centre O.

Expression du potentiel

Nous avons déja calculé le champ électrique enapit le théoreme de Gauss dans cette situation de
symétrie sphérique. Le potent}él(r) est obtenu par circulation radiale du champ ébpodr

Faisant le choix d’un potentiel nul a I'infini, ne@n déduisons que le potentiel estfna I'extérieur de
la sphére, a l'instar du potentiel créé par unegghponctuelle.

[

a r r 3
pourr >R, E:4Q2e:pR332 donc V(r)=—j Ii(r‘)dt‘:—"‘ﬁ(]%:ﬁ
TE, I X, r o 3E, I X

2

pR

Le potentiel doit étre continu a la traversée deuldace de la sphére/:( R) = . Cette condition nous

permet d’obtenir I'expression du potentiel a I'iiédir de la sphére.

=_ Qr —_opr _ Irpr' _pR? _[pr?] _pR® _pr’
ourr<R, E = =— donc = - — dr= - = -
P 4t R® ¢ X, ¥ M=\ B R E, Z & |, 2, 8,

v(r)

pR?
2¢,

0 R r

Remarque le potentiel est parabolique pouk R et hyperbolique pour >R. La fonction potentiel est
continue et sa dérivée est continue, y comprisrerR au point ou la parabole et I'hnyperbole se
raboutent, ce qui signifie que le champ électrigstecontinu.
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Energie électrostatique : calcul a partir du potentiel

L'énergie électrostatique de la sphere chargédisiuben intégrant la quantitgV/ /2 sur tout le volume
de la sphere, soit :

R R 2 2 2p5
&, ”j —pVE')r J‘ }pv(r)xm'[rzdr:J‘ —lp PRE_P™ | grr2gr = PR
<R 2 0 2 02\ %, &, 15 ¢,

A Attention ! Le calcul ne peut étre mené de cette facon qu’'antafait le choix d’'un potentiel
nul a l'infini !

Energie électrostatique : calcul a partir du champ
L’énergie électrostatique de la sphére chargéetisitben intégrant la densité volumique d’énergie

électrostatiquey, :EEOE sur toute région de I'espace ou le champ n’eshpgsc'est-a-dire ici sur tout
I'espace.

Cette énergie se décompose en deux contributibéisergie électrostatiqué, ,, intérieure a la sphére,
d’'une part, et I'énergie électrostatiqéig,,, extérieure a la sphére, d’autre paf}, = +&

e int e ext

Calculons tout d’abord I'énergie intérieure :

R R 2 be ,
emt JJJ —£& E 6'[ J E%ZOEY2><4T[I’2 dl’:j —lgo ﬁ x4T[r2dr:£Tp R — 1 Q
r<R 2 0 2 0o 2 3;0 45 & 4'IEO 1R

puis I'énergie extérieure :

R 3 )2 2
Es ext ”I —€ E 5t = I ~g B x4mr? dr—I —;ao( ;R2] x4m2dr:2£:_lg
0

of

Nous retrouvons bien sdr la valeur de I'énergietébstatique totale de la sphére uniformément dearg

£ =¢ _2np*R° 2_np2R5 4p’R_ 1 3¢
45 ¢ 9 g 15¢g IE, R

e eint

+&

Sphere uniformément chargée en surface

Considérons a lidentique, une sphére de rayoruniformément chargée en surface, de charge
Q=4nRo.

Les symétries sont les mémes que pour I'exerciéeéolent. Les lignes de champ sont radiales et les
surfaces équipotentielles sont des spheres cormezgr

Expression du potentiel

=_ Q —_oR — _ I _ .rGRZ oR
ourr>R, E = = donc =- f) df=- df=——
Pou ame r? et V) - =) w €l e

Le potentiel doit étre continu a la traversée desuaace de la sphere. Comme le champ est nul a

oR
l'intérieur, le potentiel y est uniforme et a pavateurV (R) =—.
3

0
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v(r)

0 R r

Remarque la fonction potentiel est toujours continue, snaiette fois sa dérivée présente une
discontinuité enr =R. Cette rupture de pente traduit la discontinuitécdamp électrique a la traversée
de la surface chargée.

Energie électrostatique : calcul a partir du potentiel

L'énergie électrostatique de la sphere chargéeisiatben intégrant la quantitéV/2 sur tout la surface
de la sphere, soit :

2p3 2

58:J‘J‘ loves=toy(R son? = 1 &

s2 2 € de, R

Energie électrostatique : calcul a partir du champ
Le champ étant nul a l'intérieur et ayant méme wake I'extérieur que dans le cas déja étudié d’'une
sphére chargée uniformément, I'énergie électragtatest égale a la valeur ég,,,
1 Q@ R’o?
ge :geext:—Q_zzn
41, 2R €

Nous retrouvons bien sir la méme valeur.

Fil rectiligne infini uniformément chargé

Attention ! il s’agit d’un « probléme d’école »

Nous considérons un segment rectiligne infini umfément chargé d’'une densité linéigde Ce
probléme présente une symétrie cylindrique de tdiml. Le champ est radial, nous I'avons déja délcu
a I'occasion d’un exercice de chapitre précédeationction potentiel ne dépend querde

En posant le probléme de cette facon, nous comsidéque la charge électrique de 'univers esti@fin
ne nous étonnons pas d’en conclure que I'énergietréktatique de ce fil chargé est infinie ! Ceader
cas pour tout probleme présentant une invarianeg dae direction de I'espace. En fait, le probl¢gosé
n'est pas un probléme réel, mais un « problémeotEée. Son étude n’est cependant pas sans inddleet,
nous enseigne les propriétés électrostatiquesfd’'shargé de dimension finie a une distance duréis
petite par rapport a I'étendue du fil, que celusait rectiligne ou non.

En conséquence, il est impossible de faire le cldaix potentiel nul a I'infini et le calcul direatu
potentiel est impossible : il faut impérativemealcaler le potentiel par intégration du champ.
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Calcul du potentiel par intégration du champ

Le champ ayant pour expressiok := E, (r) g = ZTL r e
0

Le potentiel est égal a 'opposeé de la circulatiarchamp :

v(r)=-[ E(r)a=-[ 2 AL

—dr’ =- In—
ro 2TE N e, I,

Il nous a fallu considérer une distance particeligr pour laquelle nous avons fait le choix d’'un paint

nul. Nous constatons que le champ est divergenatBimfini qu’au voisinage du fil.

Considérations énergétiques
Le calcul de I'énergie par l'intermédiaire du pdtehest ici absolument impossible. Cela n’aurait
strictement aucun sens dans la mesure ou nousnsgas pu choisir le potentiel nul a I'infini.

: o i "y : — %
Il reste possible de parler d’une densité volumidémergie électrostatiqueu;, =§80E2 = e 17
N

Nous constatons que cette densité présente ungasiing au niveau du fil, en=0. A I'instar de ce qui
se passe pour une charge ponctuelle. Nous ver@mnsgnmtre, dans I'exercice suivant, que cela ne se
produit pas au voisinage d’une surface chargée.

Potentiel sur I'axe d’un disque uniformément chargé

Voici un dernier exemple, qui n’est pas un probléme M
d’école, par lequel nous allons montrer qu'il esrfpis

plus simple de calculer directement le potentiel Q
électrostatique par intégration scalaire pour dasen Gzﬁ dq
déduire le champ électrostatique par dérivatioavahtage \

est double : d’'une part une intégration scalairpriori, est EZ * L/
plus simple a réaliser qu’'une intégration vectteiebt 'i——}
d’autre part il est généralement plus facile deual le r+dr
champ par dérivation du potentiel que de calcuker | P

potentiel par intégration du champ. |
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Nous nous proposons de calculer le potentiel @sttique sur I'axe d’'un disque de rayRBrporteur
d’'une charge répartie de fagon uniforme sous forme d’'une chatgtaciqueo = Q/TrR2 .

Calcul direct du potentiel par intégration scalaire
Considérons un anneau de charge compris entre agsns r et r+dr, porteur d'une charge

dg=0dS= m?g Xandr:Z?R? rdr. Toute cette charge est a la méme distaché+ z*> du point M de
cotez et la contribution élémentaire au potentiel en pbar expression :
qV = 1 dg _ 1 2Q rdr _o© rdr

4TE, ,r2+22_4ﬂ50? /r2+22_2£0 /rz_l_zz

Nous obtenons le potentiel électrostatique en Mgtion paire de, par intégration scalaire :

O

r2+z?

+R +2R 4

Expression du champ électrique

La fonction potentiel est continue et sa dérivéesente une discontinuité en=0. Ceci correspond a la
discontinuité attendue du champ électrique a lsetsge de la surface chargée. Nous vérifions faeife
par dérivation I'expression, déja établie au clieptrécédent, du champ électrique sur I'axe duweisq

O e O
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Comportement limite au voisinage immédiat du disque

Si I'on regarde la situation au voisinage immédiatdisque chargé, a une catéelle que| z|<< R, le

facteur d’échelle est tel que tout se passe comheepan chargé était infini. C’est ainsi que I®lpeme
initial réaliste se transforme en « probleme d’écallLa fonction potentiel est alors une fonctiffima de

la cotez, dont la croissance est du signe de la charge paur (ce qui correspond a un champ électrique
E, du signe de la charge) et du signe contraire goud.

Dans ce passage a la limite, I'origine des potkntet rejetée vers l'infini négatif. Pour exprintatte
fonction, il nous faudra nécessairement changerhtix d’origine des potentiels et considérer que le
potentiel est nul a distance finie.

V(2
Origine arbitraire
des potentiels
f
R
100
|
o
2¢,
: = ( z)
+_
2€,
|
R Z
100
Y
2¢,

Nous voyons bien sur cet exemple que le problerdeote du plan infini uniformément chargé n’est pas
un probléme sans intérét : il faut simplement salioterpréter dans un domaine limité d’espace.
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