4LLycée de Kerichen MP — Cours de physique

BREST

MAGNETOSTATIQUE

Chapitre 1

Champ d’induction magnétique

1.1. Définition du champ d’induction magnétique

Courants électriques

Dans le cadre de la magnétostatique, nous envimagdiexistence de charges en mouvement, avec
I'hypothese que les courants électriques sontiétablnvariants au cours du temps.

Rappelons que, dans ces conditions, le vecteuritdeds courantj est nécessairement a flux

conservatif : c'est une implication du principe deonservation de la charge électrique
(cf. ELECTROCINETIQUE, chapitre 1 Fapproximation des régimes quasi stationnajre€ela se
traduit par la satisfaction de I'équation locale :

divj =0

Nous introduisons le conceptéément de courardans l'intention de décrire les courants réelsmem
des assemblages de ces grandeurs élémentairedléGesnts de courants ne peuvent en aucun cas étre
isolés : c’est le génie d’André-Marie Ampeére d’avproduit en 1927 sdhéorie mathématique des
phénomenes électrodynamiques uniqguement déduitexgerience Cette théorie permettait le calcul
mathématique des actions entre courants en détrogite action comme étant constituée d’actions
élémentaires entre éléments de courants.

Les éléments de courady v correspondent & des charges élémentagemimées d’une vitesse. lls
peuvent aussi bien, selon que les charges moloilests/olumiques, surfaciques ou linéiques, déadeas

courants en vqum(aT 6r) , des courants de surfaéﬁ 68) ou des courants filiforme@ &7)

élément de courant élément de courant élément de courant
en volume de surface filiforme

Té'l' j:éS i 57
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Dans chaque cas, I'élément de courant est homogenee intensité électrique que multiplie une
ongueur {a][] =[ [’ =[iJ[L]" =[1][L].

Interaction entre éléments de courants

Postulat d’Ampére

Nous observons expérimentalement que des courandigbes, c’est-a-dire portés par des conducteurs
paralléles et circulant dans le méme sens, s'atti@ndis que des courants antiparalléles, c'afitea-
portés par des conducteurs paralleles et circudams des sens opposés, se repoussent. Enfin, des
courants orthogonaux n’ont aucune interaction mécan

I:21 I:12 I:21 l:12
—> < € F12 = F21 = O
i, N\
— < < —>
5V \ A\ LN Y i _
— <] < — 1 Iz
|
—> <« <« —>
courants paralléles courants antiparalleles courants orthogonaux
forces attractives forces répulsives pas de force

Sans préjuger qu'il s’agisse de courant filiforrde, courant de surface ou de courant de volume, nous
noteronsodc, les différents éléments de courants. Le postiangére définit la force d’interaction entre
deux éléments de courant.

Un element de courantdc, disposeé dans le vide, exerce sur un autre élémefd courant éc, une

force de module inversement proportionnel au carrdle leur distance mutuelle. L’intensité et la
irection de la force dépend de l'orientation dang'espace des éléments de courant et s’exprime
par un double produit vectoriel :

Le coefficient de proportionnalité a pour valeur numérique exacté % =107 u.S.l.
m

Y,

|
>

g
JEg

B

]
@

! Dans le Systéme International d’unités, la valeumérique dey, est choisie conventionnellement égalérél0™’ , ce qui
revient a définir la valeur dedmpere unité d’intensité électrique. Ce choix n'est pabitraire, il implique que l'unité de
tension électrique, leolt, soit de I'ordre de grandeur de la force électrimio® d'un élément de la pile de Volta.
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Remarque la force élémentairéd’F,, définie par le postulat d’Ampére n'obéit pas, eméyal, au

principe des actions réciproques.priori, &°F,, #-8°F,,. Ce postulat, ne I'oublions pas, n'est pas
vérifiable expérimentalement de fagon directe. é&lésnents de courant ne sauraient étre isolésg isont
gue des intermédiaires mathématiques permettampuibeer l'interaction magnétique. Les lignes de
courant réelles se referment nécessairement as-@Emes et alot$nteraction magnétique, intégrée
sur I'étendue de ces lignes de courants, obéit aupcipe des actions réciproques
Analogie avec la loi de Coulomb
La loi de Coulomb, rappelons-le, exprime la fordatdraction entre deux charges élémentaidgs et
1 30,03, &)

2

0 r12

3q, en électrostatiqued’F,, = 2

L'analogie entre la loi de Coulomb et le postulafrdpére est tout a fait remarquable, avec les
correspondances suivantes que I'on trouvera téggidmment entre magnétostatique et électrostatique

électrostatique magnétostatique
g, o 1
Mo
charge élémentai® élément de coufamt
produit par un scalaire - produit vectoriel
pdtOl - joro
0dSO - 13S0
AS(O . i 50 O

Loi de Biot et Savatrt, loi de Laplace

Loi élémentaire de Biot et Savart
La loi élémentaire de Biot et Savart définit le ipad’induction magnétique élémentaiBE(M) créé

en un point M de I'espace par un élément de colgnsitué en un autre point P :

— 3¢, Oe,,
o8, (M) = g™

Loi intégrale de Biot et Savart

La loi élémentaire de Biot et Savart n’est aucur@raérifiable expérimentalement, puisque les élédmen
de courant ne peuvent étre isolés. Etant donnéeistrébution réelle de courant, la loi intégrake Biot

et Savart définit le champ d’induction magnétiquéécpar cette distribution de courant en un point M
quelconquéde I'espace.

B(m)=te [ 3Dy
4-,-[ tous les PM2

courants

2 De la méme facon que I'on ne peut définir le chategtriqueE a I'endroit o se trouve une charge ponctuellehEmpB
n'est pas définissable au niveau d’'un courantfifife ou méme au niveau d’une nappe de courant.

JLH 08/11/2007 Page 3 sur 23



MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

La notation intégrale est symbolique.

Elle prendra la forme d'une intégrale de volumdesi . ST (e
o B(M)= Ho Jp OTp Li€py
courants sont en volume, confinés dans un volume "l PVE
Elle prendra la forme d'une intégrale de surfacéesi 3S, De..
. s JSP ePM
courants sont en surface, confinés sur une suface SV
POS PM
et enfin d'une int_égrale_ ’cur\!iligne dans le casnd'u  _ My 30, Oe,,,
courant filiforme d’intensité présent dans un circuit : B ( ) T am Joe . PMVE

Le champ magnétique ainsi défini peut étre mesaréspn action locale sur des particules chargées en
mouvement ou par son action sur des conducteucsyoars par des courants.

Du fait de sa définition intégrale, le champ magqnét obéit bien sr, comme c’était le cas pouthianep
électrique, a un principe de superposition :
Principe de superposition

Etant donnée une partition d’une distribution de cairants, le champ créé par la distribution
toute entiére est égal a la somme de I'ensemble admmps créés par chaque partie.

G

Loi de Laplace

Le postulat élémentaire d’Ampére s’écrit aussi pamintroduisant le champ défini par la loi éléa@e
de Biot et Savart :

5, 0(dc, Oe,y) .
5 (M) = (pMz 1) ey s w)

Cette force élémentaire n’est bien sir pas meseiraidis son intégrale étendue a une distributieteré
2
tous Ies6 FP (M)

courants

de courants est donnée par la loi de Laplaie (M) =

La force élémentaire s’exercant sur un élémentadeant placé en un point M de I'espace ou le champ
magnétique a pour valel® a pour expression :

5 (M) =5, OB (M)

Dans cette expression, I'élément de couréq} peut aussi bien secrqu( )6T dans le cas des

courants de volumej,(M)3S,, dans le cas de courants de surfacé(®4) 3¢,, dans le cas de courants
filiformes.

j Attention! Le produit vectoriel n'est pas

commutatif. Dans I'expression de la force de E

Laplace, tout comme dans I'expression du champ force

d’'induction magnétique dans la loi élémentaire de

Biot et Savart,il convient d’écrire I'élément de B
courant comme premier terme du produit vectoriel _ induction

Courant, induction et force forment un triedre J
direct : (T B, E) >0 courant
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Les aimants

La loi de Laplace n’est pas seulement une formégnale du postulat d’Ampere, elle est plus générale
gue cela.

En particulier, le champ d’induction magnétique tp&te dd non seulement a des courants, mais aussi
des aimants, sources naturelles de champs d’imifuptagnétique associant toujours un pdle Nord et un
pble Sud, les lignes du champ étant dirigées del [d6rd vers le pdle Sud.

L’étude du magnétisme dans la matiére n’est pastra programme, mais nous verrons dans un prochain
chapitre qu’un tout petit aimant crée dans I'espatehamp magnétique dipolairdont la topologie est
tout a fait analogue a celle d’un dipdle électrigoer le champ électrique.

Symétries et antisymétries : notion de pseudo vecte ur

Dans l'expression de définition du champ magnétiopiervient un produit vectoriel. Cela fait que le
concept de champ magnétique dépend, pour sond®dsux conventions :

— Une convention physiquedésigne arbitrairement le signe des charges. Cattevention
internationale est claire : les électrons ont umerge négative et les protons une charge positive.
Changer de convention reviendrait, dans la loi dpldce, a changer simultanément le sens des
courants et le sens du champ d’induction magnétitméorce de Laplace n’en serait pas affectée.

— Une convention mathématiqudEsigne arbitrairement la regle du triedre dimctcela revient au
méme, le signe du produit vectoriel. Changer cettevention reviendrait a changer le sens du
champ magnétique définit par la loi de Biot et $gvmais la force de Laplace, bien sdr, ne
changerait pas de sens...

Les champs d'induction magnétiqui® sont des champs « tourbillonnaires ». A l'instas decteurs

rotation Q en cinématique, leur sens dépend de la convedtmientation de I'espace, ou convention
du triedre direct.

De tels champs vectoriels seront qualifiés de «gseecteurs » : leur image dans un miroir plavoen
non pas le vecteur symétriqgue, mais son opposé,ajugualifiera de vecteur antisymétrique.

Les théoremes suivants en sont la conséquence :
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

S'’il existe un plan de symétrie de la distributionde courant, le champ d’induction magnétique
B' au point M’ symétriqgue du point M est I'opposé du symétrique @r rapport a ce plan du
champ d’'induction magnétique B en M.

Corollaire : Pour un point P appartenant au plan de symétmluction magnétique doit étre

I'opposé de son propre symeétrique par rapport@larg c’est-a-dire qu’elle doit étre orthogonaleea
plan.

T

B
>
M Ao
En un point d’'un plan de
symétrie des courants,
o L ) L i L 'induction magnétique est
Distribution de courant symétrique = Induction magnétique antisymeétrique orthogonale a ce plan.

S'’il existe un plan de dantisymétrie de la distrilution de courant, le champ d’induction
magnétique B' au point M’ symétrique du point M est le symétrique par rappot a ce plan du
champ d’induction magnétique§ en M.

Corollaire : Pour un point P appartenant au plan de d’angésge) I'induction magnétique doit étre
son propre symétrique par rapport a ce plan, dadite qu’elle doit étre contenue dans ce plan.

G

B’ :sym(g)

>
_——M"=sym(M)
|
( i
>
A
En un point d’'un plan
d’antisymétrie des courants,
l'induction magnétique est
Distribution de courant antisymétrique = Induction magnétique symétrique contenue dans ce plan.
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

1.2. Théoreme d’Ampere

Notion de courant enlacé

Le terme «enlacé » est a comprendre ici dans e estouré Considérons un parcours fernté
topologiqguement équivalent a un cercle : aucun nioeudbit &tre formeé. Le parcoués est orienté. Dans
cette acceptation, pour toute surf&&appuyant sur le contout, il est possible de définir une faed
et une facéNord, selon la regle définie par le schéma suivant :

face «Nord » n

En chaque point M de la surfaBenous définissons un vecteur normal « posiﬁ»de telle sorte que le
sens de rotation positif autour e corresponde par continuité au sens d'orientatiocahtourC . Le
vecteurn, traverse la surfacgen pénétrant par la face Sud et émergeant pacéaNord.

On dit encore que le vecteut?+ est enlacéositivementpar le contourC et nous définissons ainsi
I'enlacement comme un concept algébrique.

Remarque Voici une bonne méthode mnémotechnique
permettant rapidement de différentier une face Nbuote +

>

)

face Sud. Pour une face Nord, le parcours esttérigar la 0,
lettre «N » tandis que pour une face Sud, il est orienté par
la lettre «S ».

face «Nord» face «Sud»

Note historique Ces appellations « Nord » et « Sud » ne
sont pas tout a fait arbitraires. Souvenons-nous cgs
choix ont été faits par des hommes habitant 'hphése
Nord de la planéte. L'axe polaire est dés tmrurellement
orienté du Sud vers le Nord et le sens de rotgmsitif
autour de cet axe orienté correspond au sens aléorotle

la Terre sur elle-méme.

C'est un bon moyen mnémotechnique pour retenir la
convention d'orientation positive de I'espace: le
mouvement diurne apparent du Soleil sur la volteste
—j’'ose espérer que chacun le conraitcorrespond a un
mouvement réel de rotation de la Terre dans le Gepssé.
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Revenons a nos courants électriques qui peuventés courants en volume, des courants de sunface o
des courants filiformes. Nous dirons qu’un courastt enlacé par un parcours feri¢ si, considérant
une surfaceés s’appuyant sur le contouf, ce courant traverse la surfagele parcoursC étant orienté,
I'enlacement sera positif si le courant traversesuafaceS du Sud vers le Nord, négatif dans le cas
contraire.

Dans le cas de courants filiformes, lintensitéaege est égale a la somme algébrique des intensités
traversant une surfac®s’appuyant sur le contou?, en comptant positivement les courants traversant
dans le sens Sud Nord et négativement les courants traversant gassrs Nord> Sud.

iy n, i
| T~
_ N ds \
’ ! ll/—\
/ I

7

Exemplel : Pour le cas de figure présent iy
ci-contre, le couranti, est enlacé
positivement par le parcouts. S
Les courants, et i, ne sont pas enlacés
/

1

. - .-y l
(i, est enlaceé une fois positivement et une 1
/ \

fois négativement). ’ y; I

Le courant i; est enlacé deux fois C N
- . |

négativement. /2

L’intensité algébriguement enlacée a donc

pour valeur i =i -2,

enlacée

Dans le cas de courants définis en volume par ansité de courant, nous définissons l'intensitae¥d
comme le flux dej a travers la surfacgorientée par le champ de vecteaors

™ [ [T (P)1B (P35

Exemple2: Sur le schéma ci-contre, le
tube de courantZ; est totalement enlace.

Le tube de couran, n’est quant a lui

gue partiellement enlacé. Dans la
définition du courant enlacé, la surfage

est etendue a la section entiere du tdbe

tandis que la surfac8, se limite a la zone
hachurée.

ienlacée: J‘J‘ Tlﬁ:és :J‘J‘ TDT]:GS
) e S

Attention! Nous parlons de courant enlacé par un cont@urPour étre recevable, notre
& définition suppose implicitement que le choix d'usgfaceS particuliere s’appuyant sur le
contour C n’ait aucune incidence sur la définition de I'ims#é enlacée. Cela n’est vrai que
dans la mesure ou la densité de courant est unpcenaecteurs a flux conservatif. C'est le cas
dans le cadre de la magnétostatique et méme phésajément dans le cadre de I'approximation
des régimes quasi stationnaires (ARQS), la dedstéourant vérifiant alors en tout point de
'espace et a tout instant la relatiomii.vT =0. Toutefois,le concept d'intensité enlacée ne

pourra plus étre défini dans le cadre plus générale I'électromagnétisme, hors de 'ARQS
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Enoncé du théoréme d’Ampére

Nous admettrons, sans démonstration,tHiéoreme d’Ampérequi est une implication du postulat
élémentaire d’Ampére :

Soit, dans le vide, une distribution stationnaire d courant enlacé courant
courants créant dans tout l'espace un champ positivement non enlacé

d’induction magnétique B constant.

. . — . face «Nord »
La circulation de B le long d’'une courbe fermée

imaginaire C quelconque est égale au produit par
la permeéabilité du vide p, de lintensité électrique
enlacée par la contourC.

7

¢c§ B¢ = Mo T eniacse face «Sud»

Le parcours C étant orienté, l'intensité enlacée est comptée ptigement quand les courants
pénetrent par la face Sud et émergent par la facedxd, négativement dans le sens contraire.

%

Attention ! Alors que le théoreme de Gauss est un théoreneagjéte I'électromagnétisme, il
n’en est pas de méme du théoréme d’Ampere qui madable, pour ce qui le concerne, que
dans le cadre de 'ARQS.

>

Expression locale du théoreme d’Ampére

Selon la formule de Stokes, la circulation d’unropade vecteurs le long d’'un parcours fermé orighté
est égale au flux du rotationnel de ce champ désues a travers une surfaBeuelconque s’appuyant

sur ce contour, le champ, de vecteurs unitaires normaux a la surfa@ant orienté conformément a

I'orientation de la courb€ : (J.) B/ :J.J. rotB [h, 3S.
C S

Selon le théoreme d’Ampére, dans le cas de coustati®nnaires, cette circulation est egalg,afois
I'intensité enlacée, c’est-a-dire |8, fois le flux du vecteur densité de courant a traveute surfac&
s’appuyant sur le contout :

@ EW:J:[ IT:)tE’lj_l’éS:i'lo inlacée:p‘ OJ. _jmﬁés
C S S

Cette propriété étant vraie quelle que soit lalseut, nous en déduisons gqu’en tout point de I'espace ou
le champB  est défini, la relation suivante est vérifiée égime permanent :

rotB =y, j  (enrégime permamt)

80
guatreéquations de Maxwetgégissant I'électromagnétisme dans le vide damadize le plus
général, il n'en est pas de méme de I'équationléocat B :poT qui n’est valable, pour ce
qui la concerne, que dans le cadre de 'ARQS.

/_\ Attention ! Alors que I'équatiordiv E :B, forme locale du théoreme de Gauss, est 'une des
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Discontinuité de la composante tangentielle du cham p d’'induction magnétique
a la traversée d’'une nappe de courants de surface

Considérons une nappe de courant de densité dantode surfacejﬁs et un déplacement élémentaire
o/, orthogonal au courant en un point M de cette sar&gue nous supposerons localement plane.

Dans le but d’appliquer le théoreme d’Ampére, nallens construire un parcours fermé autour du point
M en imaginant un rectangle dans un plan orthogarfalconstitué des parcours élémentaidés, et
o/, immédiatement voisines &, dans le milieu 1 et dans le milieu 2. Dans laténgonsidéree, la
surface du rectangle a une mesure nulle et lalaitton du champ d’'induction magnétique a travers le
parcours d’Ampere se réduit aux deux seules citiouigile long des segments élémentadés et &/ ,.
D’aprés le théoréme d’Ampére, cette circulationégsle a I'intensité enlacée, flux unidimensionel

. Y

j. atravers la frontiéré/  , soit di = j &l , multipliée par la perméabilité du vige.

enlacée™

Nous noteroné?1 et B; les champs d’inductions magnétiques dans lesumilieet 2 aux pointd, et
M, immédiatement voisins de M.

milieu 1

milieu 2

Dans la limite ou les poinM, et M, tendent vers M, le théoreme d’Ampere s’écrit :
8 = B (8l + By (80, = By~ B Bl5 = H g Uiyece M d 8L
Considérons maintenant un déplacemﬁ),t paralléle au courant et faisons le méme raisonnerbans
ce cas, aucun courant n’est enlacé et I'on en tqohri application du théoréme d’Ampére, la refatio
or ), :E[m"'gz[m:(a_ﬁz)@/:o
En conclusion, si 'on décompose le char§p en une composante normaﬁ et une composante

tangentielle§ elle-méme décomposée eli?,, (parallele au courant) eED (perpendiculaire au

courant), nous avons démontré que les composaﬁg;s sont continues et les composant§§D
discontinues au passage d’'une nappe de courantfdees
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

En introduisant le vecteur unitairg, en M dirigé du milieu 2 vers le milieu 1, cettsabntinuité deB.
se traduit par la relation vectorielle :

(B-B)0m, =,
Nous montrerons plus loin que la composante norahalehamp d’induction magnétique est quant a elle

nécessairement continue.

1.3. Calcul de champ d’induction magnétique
par application du théoreme d’Ampere

Distributions de courants axiales a symétrie cylind rique de révolution

Etude de symétrie

Un courant d’intensité circule dans la direction Det la répartition des courants présente symétrie
cylindriqgue de révolution autour de I'axezQJn systeme de coordonnées cylindriql(|ps¢, z) ayant

I'axe Oz pour axe de révolution s'impose évidemment pottecgude.

z

V~<ml

D |

En chaque point M de I'espace, le p(zM, eT), é) est un plan de symétrie de la distribution desamuts.

Nous en déduisons que le champ d’'induction magmeéten M est perpendiculaire a ce plan, c’est-a-dire
orthoradial :

§(M)=B¢€

De plus, le probleme étant invariant par rotatiarelgonque autour de l'axezCet par translation
quelconque selon l'axezDla composantd, ne dépend ni d¢ ni dez mais seulement de:

B(M)=8 () §
Remargue Attention de ne pas dire que le charﬁp ne dépend que dg ce qui est faux puisque la
direction deB dépend dé : B (M) =B, (p) & (¢).

JLH 08/11/2007 Page 11 sur 23



MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

Dans le but d’appliquer efficacement le théoréemfmpére, nous choisirons pour parcours le ce€gle

passant par le point M, de raypncentré sur I'axe @et orthogonal a cet axe. Sur ce parcours, orienté
dans le sens direct de telle sorte gu’il enlaceitipement lintensitéi, la circulation du champ
d’induction magnétique a pour expression :

r:qSCAEESZ:Sf;CA B,(p)§ 8 ¢ = B(p) . 8=2m0 §(p)

Fil rectiligne infini

Un conducteur filiforme rectiligne infini est parg@ par un courant stationnaireVoila un énoncé de
situation définissant typiquement un « problemecal@ » : la modélisation filiforme en elle-méme est
déja simplificatrice, mais en plus le conducteurini... Nous savons déja ce qu’il faut en pensene
telle description permet de prédire en bonne appration ce qui se passe au voisinage d’'un conducteu
réel, mais les résultats de nos calculs ne saur@ienconsidérés comme significatifs jusqu’a lhinf

Le theoreme d’Ampere nous donne par conséquiert 2mp B, (p) =M,

Et donc, finalement : B (M) :*21_%') Y

Définition de ’Ampeére

Considérons dans le vide une ligne bifilaire canég de !
deux conducteurs filiformes paralléles a une dista’un _ I
de l'autre, parcourus par des courants opposéest —i . oA -
Ces conducteurs se repoussent et, conformémenbiada et -

Laplace, un élément de couradt =i3/ subit une force :

£ 2
oF =i@m§(|\/|)=*2‘°' 50 Oe,
a

La force est répulsive et sa valeur linéiqgue a pour I
expression : ' :

o/ 2ma

Dans le Systeme international d’unités, 'ampeéetaléfini comme l'intensité d’un courant qui, parcant
en sens opposés deux conducteurs paralleles imfistiants de 1 metre, provoquerait I'existence €’un

force répulsive égale @x10" newton par métre de conducteur. Cette définitiquivéaut a fixer la
valeur de la perméabilité du vigg a 4mx10" NOA™.

Conducteur cylindrique parcouru par un courant de volume uniforme

Ce probléme présente les mémes symétries et ineasaque le précédent, nous recherchons donc un
champ d'induction magnétique de la forBg{M) = B, (p) &, .

Notonsi l'intensité totale uniformément répartie dans tdume du conducteur avec une densité de

. - I —
courant uniformej =—s;e, .
TR

Le probléme difféere du précédent pour I'évaluatide l'intensité électrique enlacée. Nous devons
distinguer deux cas :
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 Sile point M est a I'extérieur du fil cylindriquis, totalité du courant est enlacé :

enlacee_ T]RZ J = I
Le théoréme d’Ampere conduit alors a la méme espyasdu champ que pour un courant rectiligne
- - 2
filiforme®, soit, pourp >R : B, (p) —Hol _H,IRY
2rp 2p

* Sile point M est a I'intérieur du fil cylindriquegule une partie du courant est enlacée :

2

p

leniacse™ T[p J =i ?

Le théoréme d’Ampére s’exprime alors par la retatié = 21p B, () = Hy ienacee™ TP K o]

Sl . _Hol P _Hoip
Et nous en déduisons, KR :B = ==
Pop » (P) MR 2
Point M
| a l'extérieur : |
-enlacee_ ﬂRZ J _I I I?qlnt 'M .
a l'intérieur :
I _ 2
I Ienlacee T[p J _I gz
4
B

En conclusion, nous avons ainsi démontré que lemphdiinduction magnétique varie continlment dans
I'espace conformément aux expressions :

= N Ly

<R B(M =
P ()ZnRZ% 2 ¥
_Uolﬁ_UOjRZ*

>R B(M)= =
P ()an 20 ¥

Le graphe suivant fait apparaitre la continuitécthamp, celui présentant une norme maximale pour
p =R, ala surface du fil cylindrique.

% Nous pouvons remarquer que ce résultat simpldgeeas que la densité de courant soit uniformiat@dieur du fil, il suffit

en effet qu'elle soit invariante par rotation et panslation. Une répartition de courant de larferj = j, (p)ez conduirait
au méme résultat a I'extérieur du fil. Ce ne serailemment pas le cas a l'intérieur du fil...
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B, (p)
Wlp |
2 Champ
intérieur enp Champ ent
: P
0 E
0 R P

Conducteur cylindrique parcouru par un courant de surface uniforme

Ce probleme présente cette fois encore les mémegtsgs et invariances que le précédent, nous
recherchons donc un champ d'induction magnétique éeme B (M) = B, (p) § .

Notonsi lintensité totale uniformément répartie dans laface du conducteur avec une densité de

courant de surfacg, = ——e
2R

7 "

De la méme fagon, nous choisissons pour parcodmigire C, le cercle passant par le point M, de
rayon p, centré sur 'axe ©et orthogonal & cet axe. Sur ce parcours, oridatés le sens direct, la
circulation du champ d'induction magnétique a pexpression I~ = 2rp B, (p)

1 A I I A
: I Point M I
a l'extérieur :
| .enlacée: 2TR J s | qut 'M
C a l'intérieur
) — ienlacée: 0
M
B —_—
B

De la méme facon que précédemment, pour I'évaluat® I'intensité électrique enlacée, nous devons
distinguer deux cas :

+ Sile point M est a I'extérieur du fil cylindriqu, totalité du courant est enlacg,,...= 2TR j =i
Le théoreme d’Ampere conduit alors a la méme esmasdu champ que pour un courant rectiligne
. . ' i.R
filiforme, soit, pourp>R : B, (p) = Ho! _HoJsR
21p P
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* Sile point M est a I'intérieur du fil cylindriqueucun courant n'est enlacé,;,...=0
Le théoréme d’Ampére s’exprime alors par la refatié = 2mp B, (p) = Hy ignjacee= O
Et nous en déduisons, pop R : B, (p) =0

En conclusion, nous avons ainsi démontré que lenphdiinduction magnétique varie continOment dans
I'espace conformément aux expressions :

p<R B(M)=0

Siv = Hol = _HoJsR —
PR B(M)=g g =" g

Le graphe suivant fait apparaitre la discontinudi¢ champ a la surface du fil cylindrique, au
franchissement de la nappe de courant de surface.

Champ en1
P

Remarque le champ électrique présente une discontinuité aurface du cylindre égale |3 j.. La

composante du champ d’induction magnétique tang/enta la nappe de courant et orthogonale au
courant, comme il se doit, est discontinue a leetrsee d’'une surface chargée.

Distribution de courant orthoradiale a symétrie cyl indrique de révolution
(Solénoide idéal)

Etude de symétrie

Ce probleme est fondamentalement différent du pieué Il s’agit toujours d’'une nappe de courant sur
une surface cylindrique, mais cette fois le courgatroule autour de I'axe ZDNous étudions ici le
probleme correspondant a un cylindre infini. Le d¢one, en plus d’étre invariant par rotation
guelconque autour dez@st donc également invariant par translation quejue selon @ Remarquons
gue s'il s’agit encore ici d’'un « probléme d’écelenous sommes dans une situation plus réalistey. &
plus ici de courants qui s’en vont a I'infini same$our ...

Dans cette nouvelle situation, tous les plans petigalaires a I'axe @sont des plans de symétrie de la
distribution des courant: nous en déduisons qu@m point de l'espace le champ d’induction

magnétique est orthogonal a ces plans, c’est-adifigé selon @: B = B, ¢,.

De plus, les invariances impliquent que la comptes8n ne dépend que du rayon cylindropolgire

B=5(p) g
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} E - Jse‘q;
N
AA DA B
|
—_— —_— - A
B (p,) B (p,) | :
| 2N I ? ienlacée E f
I 9 I T Q \l/
CAl : CAZ | 0O : CAS
Py P R
Parcours Parcours Parcours a cheval
extérieur intérieur  sur la nappe de courar
enlacee_ O enlacee_ O enlacee_ J /

Application du théoréme d’Ampére
Il est aisé de démontrer que le chaBipest uniforme & I'extérieur du solénoide. Dans e ¢hoisissons
le parcours d’Ampere rectangulai€g, . Sur ce parcours, avec les conventions algebriqueshéma ci-

dessus, la circulation du chani a pour expressionl =B, (p,)/ - B,(p,)¢. Aucun courant n’étant
enlacé, cette circulation est nulle et 'on a danachamp uniforme a I'extérieur du solénoide :

B,(p) = Byex IP> R.

Nous pouvons faire une démonstration analogue lavearcours d’Ampeére€,, et demontrer ainsi que le
champ d’induction magnétique est nécessairemefdrame a l'intérieur du solénoide :

Bz(p): 3)int’ Dp< R

Choisissons maintenant un parcours d’Ampége a cheval sur la nappe de courant. Ce parcoursesnla
le courantj ¢ et nous en déduisons par application du théoréArapkre :

( 0int BOext)E HOJ!

Nous aurions pu donner directement ce résultaegpiime tout simplement la discontinuité du champ
d’induction magnétique a la traversée d’une namgpeadirant de surface.

Le champ est nul a l'infini transversal

Nous sommes ici dans une situation ou il n'exisbeua courant vers l'infini dans une direction
orthogonale au solénoide. Dans cette conditionh#&np doit étre nul a I'infini dans une telle diren.
Sachant déja que le champ extérieur est uniformes an déduisons qu’il est uniformément nul.

<R B(M)=y, ie
En conclusionR étant le rayon du solénoid p ﬁ( ) uﬁ o
p=R B(M)=0
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Distributions de courants invariantes par translati ons planes quelconques

Etude de symétrie

L’on se place en coordonnées cartésiennes
orthonormées(x, y, z) et I'on considére
une distribution de courants telle que les
courants soient dirigés seIorej et
invariants par translation de vecteur
guelconque paralléle au plgo, x, y).

M étant un point quelconque de I'espace, le ;{Illm e? Ez} est un plan de symétrie de la distribution de

courants. Il s’ensuit que la champ d’induction nmét@grue est orthogonal a ce plan et donc dirigénselo
e, . De plus, l'invariance par translation impliqueeda valeur algébrique d8 ne dépend que de

B(M)=B,(2) ¢

Nappe de courant plane infinie et uniforme : démonstration utilisant le théoréeme d’Ampére

Considérons le cas d'un plan infini porteur
d'une densité de courant de surface

js = ], uniforme.

Il apparait alors une symétrie
supplémentaire : la nappe de courant est
elle-méme un plan de symétrie de la
distribution de courant. En conséquence, en
un point M" symétrique de M, le champ
B'(M') est antisymétrique d& (M). Cela
revient au méme de dire que la fonction
B,(2) est une fonction impaire :

B,(-2)=-B(2

Dés lors, le choix du parcours d’Ampeére s'imposeus allons considérer un parcours rectangulaire de
base de longueut quelconque et de hauteur @sposé orthogonalement au courant, symétriquedent
part et d’autre de la nappe de courant de telle spre le segment supériemf se trouve a la cotez

tandis que le segment inférieys se trouve a la cotez.

Le champ d’induction magnétique étant se@n les circulations le long des segmeftg et da est
nulle. La propriété d’antisymétrie du charBp fait que les circulations swrp et suryd sont égales.

r:qﬁ §E¢W:I B +| BOd + %DH+J' Bid=2 g )zj d=2 g )z
apyda ap By o 3a ap

0 0
L'intensité enlacée étant égalejg , nous en déduisons, par application du théorérAenpére, pour
z>0, larelation :2B, (2) £ =, i/ .

Un point de la nappe de courant appartient a Bdaine plan de symétrie et a un plan d’antisymdgi
champ y est donc nul : pour=0, B, (0)=0.
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pour z> 0 E(z):+”07js e

lJ'Ojs A
5 &

Soit, finalement :{ pour z=0 B( Q= 0 ou encoreB (z) =sgn( 2

p‘Ojs
2
Remarquel : Dans chaque demi espace, de part et d’autta dappe de courant, le champ d’'induction

magnétique est uniforme. En particulier, le charpddction magnétique n’est pas nul a l'infini, qai
peut paraitre paradoxal si I'on oublie que nousreemen présence d’un probleme d’école.

pourz< 0 B(2=-"2=¢

Remarque? : La discontinuité de la composante tangentidliechamp d’induction magnétique a la
traversée de la nappe de courant a bien pour es'(pn{ 0215 EX—(—“LZJS QD Oe=y, | . Nous avons

déja demontré la nécessité de cette relation, qoesee nécessaire du théoreme d’Ampere.

Nappe de courant plane infinie et uniforme :
démonstration utilisant I'équation locale de Maxwell-Ampére
La démonstration étant faite que les composaBlest B, du champ d’induction magnétique sont nulles
et que la composant8, ne dépend que de le rotationnel du champ d’induction magnétiqué es
simplement égal a la dérivée & par rapport & :
0| | B

_ — . dB —

B(M)=B(2 ¢ = rotB=| 0|0 0 :d—BX e
z

9 0

0z

De part et d'autre du plan chargé, la densité derart | est nulle. Nous en déduisons, d’aprés

I'équation localerotB :uoT, gue le rotationnel du champ d’induction magnéiquest nulle en tout

point et que, par conséquent, le champ d’induatiagnétique est uniforme dans chacun de ces demi-
espaces.

B =p,j=0 = %:o, soit B, =C®

La nappe de courant est un plan de symétrie déstebdtion de courant, ce qui implique un champ
d’induction magnétique dans tout I'espace de lembantisymétrique :

B=+Be pour z> |
B=-Be pour z< |

Enfin, nous connaissons I'expression de la disooit® de la composante normale du champ a la
traversée d’une surface chargée et nous en déguign B = (+ BbE) —(— ngg) =2Be-|, J &

§=+%§ pour z> |

B —u°213§ pour z< (

Et finalement :
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1.4. Calcul de champ d’induction magnétique par int  égration vectorielle

Fil rectiligne infini

Reprenons le probleme d’école concernant un
conducteur filiforme rectiligne infini est parcouru
par un courant stationnairé. Nous avons
démontré I'expression du champ en utilisant le
théoreme d’Ampere. Sur cet exemple simple,

nous pouvons déterminer le champ par
intégration directe de la loi élémentaire de Biot e
Savart. Un élément de courabt, =idze situé

en un point P de l'axe DOcrée en M un champ
58, (M) i
Mo 102, eZDPM Ho 102, HM — I

3B, (M

-(M)= 4 PM® an PV P :

H est le projeté orthogonal de M sur I'axe.®osonsHM =p et introduisons I'anglel sous lequel est

vu le segment HM depuis le point M. Nous avonssalP = z,— Z,=ptana et donc 0z, = p(d—O()2
cosa

Nous en déduisons la contribution élémentaire amghd’induction magnétique en M :

5—5;('\/'):“—0i B pda) § = Mooy di E:% dsina) g

4T[( 0 T (cosa ’ 4p
cos
HMV
pe %
Le champB (M) s’en déduit en faisant varlerdansllntervalle} ;[ TZ[{
B _ =N Uo 2 _ K ; 3 My —
B(M —I 0B, (M j cosa da sina | 2 —
( ) PO axe Oz ( ) Tlp -— % 4T[p|: ]‘2 @ 2]'[p ?

2

Nous retrouvons bien entendu le résultat déja olgban application du théoreme d’Ampere.

Champ sur I'axe d’'une boucle circulaire de courant

Considérons un courant circulaire centré au poimt Gaxe & orthogonal a cette boucle de courant de
rayon R. Chaque élément de couradt, =iRdB, g crée en un point M de I'axe zZOun champ
d’induction magnétique élémentaire selon la loBita et Savart :

= W, iRd8, g OPM
58, (M) = 4101 PM3

Ce champ élémentaire n'a pas de composante orfatgadous les plans contenant I'axe €bnt des
plans d’antisymétrie de la distribution de courdmtchampB en un point M de I'axe appartient a tous

ces plans : il est donc axiaB (M) =B,(2) €.

A
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Pour obtenirB,, il nous suffit de projeter

z
8B.(M) sur Q& et dintégrer en faisant 5 (M)A
décrire au point M la boucle de courant. Bz
o i 3B, (M
58, =38, (M) g =22 L9 rep, B, (M)
4t PM M

Ceci s’exprime trés simplement en fonction
de l'angle a sous lequel le rayon de la
boucle de courant est vu depuis le point M :

.
3B, = r—T‘:R(am)s do,

Il reste a intégrer seloB,, ce qui donne : /
3

—H_Oi i a :H_Oi i 3 i -
B, = 4T[R(Slnd) de, 2R(s.lrn() i

0

2\

et, finalement : §(|\/|) = BZEZ :M(Sinq):"_' :E—E; e
2R 2R N
Z 2
{1+R2]
Nous remarquons que le champ sur I'axe est maxamakntre de la spire.

! , oy : . , N
Le champ décroit ers lorsque I'on s’éloigne sur I'axe a des distances grandes par rapport au rayon
z

de la spire, nous verrons plus loin dans le couti$ gjagit alors d’'unchamp dipolaire magnétique

B,(2)
"]
max 2R
| 0 |
-R +R Z

Remarque Le plan de la spire est un plan de symétrieadeidtribution de courant. C’est donc un plan
d’antisymétrie de la carte de champB,(-2)eg = —sym( B(+ j?g) = B+ f « Nous devions

effectivement mettre en évidence une fonctRyfz) paire.
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Champ sur I'axe d’un solénoide de dimension finie a spires jointives

Nous nous placons dans le cas ou le dianiatdu fil enroulé est trés petit par rapport au rajRodu
solénoide de telle sorte que I'on ait une excedlempproximation de la distribution de courant en
assimilant le solénoide a un ensemble de spiraeplaoaxiales en nombre par unité de longueur

n=D".
Pour un solénoide de longuetirle nombre total de spire est donl = n/ :é» 1

Nous pouvons assimiler une tranche de solénoigmidgeudz a une spire de raydR parcourue par un
courant élémentairedi =nidz. Cette tranche de solénoide crée en un point Made un champ

_ Hodi

élémentairedB, —E(sino()3 =" i dar.
Cette expression s'intégre simplementepour donner : B, = “‘g" (cosn, - comr,) e
di
o 3B,
Z >
| dii=nidz= ni <%
o (sina)
888E"

Remarque Nous retrouvons le cas particulier du solénaiéal infini en faisanti, =0 et a, =1, ce qui

donne B, =p,ni e,. La grandeumi correspond a la valeur de la densité de courasudace j, de la
nappe de courant équivalente.

Le graphe suivant représente les variations du phaxmal au voisinage de I'extrémité d’'un solénoide

demi infini : B, (2) = Holl (1— 22 J Nous constatons que les « effets de bord » slétersur des
R

2 + 7

distances de I'ordre de grandeur de quelquesdaiaylon du solénoide.

B,(2)

Honi

_ Honi

JLH 08/11/2007 Page 21 sur 23



MAGNETOSTATIQUE Chapitre 1 Champ d’induction magnétique

1.5. Calcul de champ d’induction magnétique
par application du théoréme de superposition

Champ au niveau de la face d’entrée d’'un solénoide demi infini

On considére un solénoide cylindrigue de sectisouldire, suffisamment long pour pouvoir & une
extrémité négliger les effets de bord dus a l'agxgémité. Le solénoide est modélisé sous la forme

d’une nappe de courant de surfage=nie, .

Peut-on déterminer la valeur du champ d’inductioagnetique en un point quelconque de la face
d’entrée d’un tel solénoide ?

Le calcul intégral nous a permis de connaitre lawadu champ en un point quelconque de l'axe du
solénoide. Au centre O de la face d’entrée du s@lién ce champ est égal a la moitié du champ uméor
au cceur du solénoide :

—

1 . —
B (O) :Euojsez

En dehors de I'axe, le calcul intégral formel n'atibpas, les formules sont bien trop compliquédesc

le théoreme d’Ampére nous n'avons gueéere plus deésucla situation ne présente pas suffisamment de
symétries pour que cette méthode soit opératiamndllous allons voir qu'avec le théoréme de
superposition nous pouvons, a défaut de connaithdmp, d’affirmer quelques unes de ses propriétés

Etude de symétrie

Nous choisissons le systeme de coordonnées
cylindro-polaires (O, p,¢,2z) axé sur le,

cylindre, le point origine O étant au centre dé\
la face d’entrée du solénoide.

Pour chaque point M, le plafM, Oz est un

plan d’antisymétrie de la distribution de
courant. Le champ d’induction magnétique est
donc contenu dans ce plan, ce qui revient a
dire que le champ n'a pas de composante
orthoradiale.

Par ailleurs, le probleme est toujours invariant
par rotation autour deZDce qui implique que
les composantes cylindrigues du champ ne
dépendent pas de I'angpe

Nous en déduisons que le champ en un point M teeéad’entrée s’écrit :

B(M)=B,(p) ¢(¢)+ B(P) ¢

Construisons un second demi solénoide alimentélepanéme courant, symétrique du précédent par
rapport a un plan orthogonal a I'axe. Nous savariemgdeux points symétriques M &t' les champs

B (M) et B (M') sont antisymétriques, ce qui signifie dans leprésent :
E(M)-+8 () 5(0)+ ()

sym(B (M))=+8,(p) §(¢)- B(p) &

B(M)=-8,(p) §(¢)* B(r) &
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—— 000000000000,000000000000000000000000,

M/
O =—>

AR

000000000000000000000000000000000000L_N ]

oL B(m)

Quand nous rapprochoi® de O, nous construisons un solénoide idéal infini.

Par application du principe de superposition, neasons donc que la somme des champs en M'et
observé pour les demi solénoides isolés doit &adeéau champ intérieur uniforme du solénoide idéal
infini :

B(M)+B(M)=p,i&=2B(p) &
Nous obtenons ainsi une information supplémentaimecernant le champ sur la face d’entrée d’un

solénoide demi infini : la composante axidde du champ d’induction magnétique est la méme et tou
point et a pour valeur la moitié du champ d’indactmagnétique intérieur du solénoide infini :

B(M)=8,(p) g +5ho k6

Par contre, nous n'avons pas d’information suppléaiee concernant la composante radiajeép) g .

Champ au centre d’'une spire carrée 7

Voyons, a titre d’exemple, cet exercice B (O) A
trés simple si I'on fait usage a bon
escient du principe de superposition en
affirmant que le champ en O est égal a
la somme des champs créés par chacun
des quatre cotés de la spire, chacun de
longueur 2.

TBO1

~

o

4

~
~

>

(
Cette méthode est dautant plus
efficace que, par raison de symétri€, 1
les  quatre contributions  sont
identiques : le champ en O est donc
€gal a quatre fois le champ créé par un
seul coté du carré. —

)
1

~
~

Nous avons déja fait le calcul, par intégrationctlamp créé par un fil rectiligne, il nous suffiadiapter
les notations et, en particulier, de faire variangle a non plus de-1/2 a +1/2 mais seulement de

-4 a+1m/4 :
Y2y

4ra

W [ S T LS S Y T
(Q)‘ﬁ . cosx da q—R[ sir ]_ g= e

alanlg

Ceci nous conduit a I'expression du champ d’indurcthagnétique au centre de la spire carrée :

— = _ uoi..
5(0)=45()=V2% g
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