4LLycée de Kerichen MP — Cours de physique

BREST

MAGNETOSTATIQUE

Chapitre 2

Potentiel vecteur

2.1. Inexistence des charges magnétiques

Le champ d’induction magnétique est a flux conserva tif

Voici une propriété fondamentale du champ d’indurctinagnétique :

Le flux du champ d’induction magnétique a travers une surface fermée est toujours nul. On dit
encore que le champ d’'induction magnétique est auk conservatif.

g[;f)ﬁmgdsm
S

Il s’agit en quelque sorte de I'équivalent magnégiglu théoréme de Gauss, a ceci prés qu'il n’epiase
de charges magnétiques.

G

Remarque A la différence du théoréme d’Ampére qui n’as#ms que dans le cadre de I'ARQS, cette
propriété du champ d’induction magnétique est vdaas la plus grande généralité. Il s’agit d’'unie lo
fondamentale de I'électromagnétisme.

Expression locale de la conservation du flux de B

Le théoreme de Green-Ostrogradski stipule queue $ortant d'un champ de vecteur a travers une
surface fermée est égal a l'intégrale de la divergede ce champ de vecteur étendue au volumeeintéri
a cette surface.

o; ={p Bh, 85 [[[ v Bar=0
S T

Le flux du champ d’induction magnétique a travere wsurface fermée étant toujours nul, nous en
déduisons, cette propriété étant vérifiée quel goi 1, que la divergence du champ d’induction
magnétique est nulle en tout point de I'espacesathbmp est défini.

ext

S~

Nous aboutissons ainsi a I'équation suivante, esgioe locale de la loi de conservation du flux de
I'induction magnétique :

divB =0
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel vecteur

Remarque Nous sommes ici dans le cadre de la magnétaségtigais retenons d’ores et déja que cette
equation locale est une loi générale de I'électigmdtisme. Aucun nom de physicien illustre ne lanét

attribuée, nous appellerons cette équati@nuation de Maxwell-flux : div§(M, t) =0 0M, Ot

Discontinuité du champ magnétique a la traversée d’  un nappe de courant

Soit un point M d’'une surface que nous supposdaraement plane, séparant deux milieux 1 et 2teCet
surface est le siege d’'une nappe de courant casgedocalement par le vecteur densité de cowant

surface], .

Dans le but d’exprimer la conservation du fluxBe nous allons construire une surface fermée autour
point M en imaginant une boite cylindrique ayantipe couvercles » les surfaces élémentad8set
0S, immédiatement voisines d& dans le milieu 1 et dans le milieu 2. Dans la térgonsidérée, la

surface latérale de la boite cylindrique a une meesulle et le flux sortant du champ électriqueaers
la surface fermée se réduit aux deux seuls flua\gets les surfaces élémentais et 8S, .

Nous noteronsl?l et B; les champs d’induction magnétique dans les milieex 2 aux pointd, et M,
immédiatement voisins de M.

milieu 1

milieu 2 oS,

Dans la limite o les pointd, et M, tendent vers M, la conservation du flux & s'écrit ici, en

introduisant le vecteur unitaing, en M dirigé du milieu 2 vers le milieu 1 :
59, =BBS+ BBS=( B- B05d $0
Nous en déduisons que la composante normale dupckidnduction magnétique est nécessairement

continue au franchissement d’une nappe de couv(aﬁt—:ﬁz) [h,=0

Nous avons déja démontré, comme conséquence deetheéod’Ampere, le fait que la composante
tangentielle du champ d’induction magnétique palalau courant de surface est nécessairement gentin
tandis que la composante tangentielle du champdadimon magnétique orthogonale au courant de
surface est quant a elle nécessairement discontiewgui se traduisait par la relation :

(E_E) DFE::HOTS
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel vecteur

Les deux relations précédentes sont équivalentagélation vectorielle suivante traduisant a e fie
théoreme d’Ampere et la conservation du flux dedliction magnétique au voisinage d’'une surfaceesieg
d’'une nappe de courant :

Bl_BZZUOjsDnlz
Nous appellerons cette relation « relation de ppssadu champ d’induction magnétique au voisinage

d’'une nappe de courant.

2.2. Définition du potentiel vecteur

Le champ d’induction magnétique dérive d’'un potenti el vecteur
Théoréme d’analyse vectorielle
Tout champ de vecteu?(?) a flux conservatif, c’est-a-dire tel quvv =0 en tout point de I'espace,

est un champ rotationnel : il existe au moins wmetion vectorielle\ﬁ(r) telle quev =rotw .

Cette fonction vectoriellev n’est pas définie de facon univoque. En effetrotionnel du gradient

d’'une fonction scalairef (F) quelconque étant identiquement nul, le vectets w +gradf définit le

méme champ de vecteur :
r—ot(W+ gradf) :EI\W+?)( gradl) = row

Définition

Cette propriété mathématique générale, appliquéshamnp d’induction magnétique qui est un champ de
vecteurs a flux conservatif, définit le potentiecteur A du champB . On dit que le champ d’induction
magnétiqueB dérive du potentiel vecteuk

B =rotA

Condition de jauge

Le potentiel vecteur n’est défini « qu’a un gradipres ». Nous pouvons lever cette indéterminagion
imposant au potentiel vecteur d’étre lui-méme uangh de vecteur a flux conservatif. Cette condition
supplémentaire s’appelle ¢@ndition de jauge de Coulomélle s’écrit :

divA =0
Cette condition de jauge étant vérifiée, il reste ¢g champ magnétique est défini par les déridées
potentiel vecteur : ce dernier n’est donc définaqune constante additive vectorielle pres.

Chaque fois que cela sera possible, nous privilég#ele choix d’'un potentiel vecteur nul a linfini
Toutefois, nous avions le méme probléme avec lerpiel scalaire en électrostatique, cela ne sesa pa
possible dans le cas de certains « problemes @'écoll I'on envisage la présence de courantsfinlin
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MAGNETOSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel vecteur

Equation de Poisson magnétostatique

Laplacien vectoriel

Nous utilisons I'identité suivante vérifiée par t@donction vectorielle des coordonnées d’espacevoo
gu’elle soit deux fois dérivable :

ﬁ(ﬁV) = grao( di\A7)—E\7
Dans cette relatiolv s'appelle le daplacien vectorieb de la fonction vectorielle . Par définition, le
laplacien vectoriel d'un vectew a pour composantes cartésiennes les laplacieta@resaly,, Av, et

Av, des composantes, v, etv, du vecteuw :

X

x> ay* 07

0%, , 0%, , 0°V,

Av
- | | 0%, 0%, a7
Av =|Ay, |=| —F+—F+—
Y x> ody* 07
Av,
0°v,  9%v, %,
St —r+
x> dy* 07
Equations de Poisson
Rappelons I'équation de PoissAV = - B, satisfaite par le potentiel scalaire électrogtai
80

Le potentiel vecteur magnétostatique obéit a unfotmellement identique, pourvu qu’il soit défidans
le choix de jauge de Coulomb.

Reprenons l'expression locale du théoréme d’AmpﬁEﬁ:uOT et exprimons cette loi locale en

fonction du potentiel vecteur. Cela s'écriot B = rT)t(BtK) = ﬁc( divTA) ~ANA=Y, j.

Si I'on se place dans le cadre de la conditionatigg de Coulombdiv A =0, nous obtenonsdquation
de Poisson magnétostatique

AA=—, ]

Solutions de I'équation de Poisson

. . P) ot . . . .
Nous savons que la fonction scala‘tteéM) -1 H p( L est solution de I'’équation de Poisson
POt

41, M
électrostatiquel\V = - L dans I'hypothese ou I'origine des potentiels estepa I'infini.
EO

Nous admettrons, par analogie et sans démonstréiéapression suivante du potentiel vecteur comme
solution de I'équation de Poisson magnétostatigaes le cadre de la jauge de Coulomb, le potentiel

vecteur étant choisi nul a 'infini :
- j(P)3
A(w)=te [[f j (P)or
4 Pt MP
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Remarque dans le cas ou tous les éléments de courantmémte direction, le potentiel vecteur ainsi
défini aura cette méme direction. En particuliersera le cas de toute distribution de couraniligg.

Circulation du potentiel vecteur

Rappelons le théoreme de Stokes : la circulation dhamp de vecteur sur un parcours fermé oriestté e
égale au flux du rotationnel de ce champ de ve@ewavers une surface s’appuyant sur ce contaur, |
surface étant orientée conformément a I'orientatiomparcours.

Appliqué au potentiel vecteur, le théoreme de Stgermet d’affirmer que :

La circulation du potentiel vecteur A le long d'un parcours fermé est égale au flux deos

rotationnel, c’est-a-dire au flux de I'induction magnétique B atravers toute surface S’appuyant
sur ce contour.

Nz

¢ At =[] B s
C S

—

C~_ 7

o

Remarque le champ d’induction magnétique étant a flux sematif, le choix de la surface s’appuyant
sur le contour est indifférent. Nous pouvons tawgsa bien parler du flux d8 a travers la courb€
orientée.

Symeétries du potentiel vecteur
Le potentiel vecteur est un «vrai» vecteur, urmcterr polaire dont le sens a une signification
indépendante de la convention mathématique degréridirect ».

Il s’ensuit que le potentiel vecteur obéit aux mémegles de symeétrie que le champ électrique. Reten
en particulier les théoremes suivants :

S'il existe un plan de symétrie de la distributiorde courant, le potentiel vecteurA' au point M’
symétrique du point M est le symétrique par rapporta ce plan du potentiel vecteurA en M.

Corollaire : Pour un point P appartenant au plan de symdtrigotentiel vecteur doit étre son propre
symeétrique par rapport a ce plan, c’est-a-direl @it étre contenu dans ce plan.

G,

S'il existe un plan de d’antisymétrie de la distritution de courant, le potentiel vecteurA' au
point M' symétrique du point M est 'opposé du symétrique @r rapport a ce plan du potentiel

vecteur A en M.
Corollaire : Pour un point P appartenant au plan de d’aneéssie) le potentiel vecteur doit étre

I'opposé de son propre symétrique par rapport plae, c’est-a-dire qu’il doit étre orthogonal a ce
plan.

b
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Potentiel vecteur symétrique

Distribution de courant symétrique = ) L . L
Induction magnétique antisymétrique

J

§’\ /Z;ymm

Potentiel vecteur antisymétrique

Distribution de courant antisymétriqgue = ) L o
Induction magnétique symétrique

2.3. Energie magnétostatique

Energie magnétostatique d’une distribution de coura nt

Rappelons I'expression de I'énergie potentiellectétestatique d’'une répartition continue de charges
électriques :

1
£ 72 g (%

Nous admettrons, par analogie et sans démonstrafiexpression de I'énergie magnétique d'un
ensemble de courants :
1 — —
En == A(M)Bc
2 tous les
courants
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Remarque
Dans le cas de courants de volume lintégrale estintégrale de 11 N IVATEN IV

. . - . Ea=2 j(M)A(M) &t
volume étendue au volumeou se trouvent confinés les courants : m o v

Dans le cas de courants de surface l'intégraleimstintégrale de c = (Y TIMVAM) &S
surface etendue a la surfégeu sont confines les courants : m "o ) uos is(M)IA(M)
Dans le cas de courants filiformes, lintégrale est intégrale 1 o
J J £n=5] TA(M)@
o MOC

curviligne étendue aux fil§ porteurs des courants :

C Attention ! Ces relations intégrales ne sont valables que léares usuel ol les potentiefs
etV sont choisis de valeur nulle a I'infini.

Energie du champ d’induction magnétique

L’énergie magnétique d’'un ensemble de courants méme énergie déja définie ci-dessus— peut étre
interprétée comme une énergie associée au chamgudtion magnétique. Cette énergie est localisée la

ol le champB n’est pas nul : elle s’exprime comme lintégratenélue & tout 'espace d’une densité
volumique d’énergie magnétique, proportionnelle au carré scalaire du cha§1p

Nous admettrons, sans démonstration, I'expressacetie énergie magnétostatique :

—2
1 -2 1B

B [ | U
tout e2|'10 tout um qn 2 IJ'O

I'espaci l'espace

Analogie formelle électrostatique < magnétostatique

L’'analogie avec I'énergie électrostatique est paterelle-ci est localisée dans tout I'espaceaste un
champ électrique et dont la densité volumigyeest proportionnelle au carré scalaire du chap
1 —2
u,=—¢,E .
2

Comme il se doit, dans cette analogie, il fautefatorrespondre la permittivité et l'inverse de la
perméabilité :

E - B
g, o —

Mo
U o U,

Note: Interprétation physique des potentiels

En électrostatique, nous avons donné un sens pleyaig potentiel scalaire en remarquant q(1‘<£Z —\/1)

correspond d'énergie qu’il faut fournir a une charggq pour la déplacer d’'un endroit ou le potentiel
scalaire est egal4 en un autre endroit ou le potentiel scalaire gat &V, .

De la méme facon, nous pouvons donner un sensgue/au potentiel vecteur. L’expressiq(fﬁg —E)

correspond & quantité de mouvemeqtril faut fournir a une chargg pour la déplacer d’'un endroit ou
le potentiel vecteur est égal/_é en un autre endroit ou le potentiel vecteur eat égQ.
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2.4. Quelques exemples simples

Fil rectiligne infini

Nous sommes ici dans le cas d’'un probleme d’école fequel
nous avons introduit un courant qui part sans regoliinfini : il

sera impossible de choisir le potentiel vecteur adilinfini et,
par conséquent, le calcul direct du potentiel wectpar
intégration de contributions élémentaires est imajbs.

Nous devons préalablement calculer le champ d'itidiic
magnétique, ce que nous avons fait au chapitreégedt. En
choisissant un systéme de coordonnées cylindriguep, z)

ayant pour axe Dle fil orienté par le courant, le champ
d’'induction magnétique a pour expression :

B(M)=52

Etude de symétrie

Le plan passant par M et orthogonal au fil est lam jo'antisymétrie de la distribution de courantud
pouvons donc affirmea priori que le potentiel vecteur en M est orthogonal plame, c’est-a-dire orienté

selon@: A(M)=Ag.

Le probleme étant invariant par rotation quelconqueour de I'axe @ et par translation quelconque
selon la direction de I'axe ) nous en déduisons que la valeur algébrigyene dépend que de la
distancep du point M & I'axe @: A(M)=A (p)e,.

Intégration du champ
Si I'on dispose de I'expression du rotationnel eardonnées cylindriques :

& _[10A O0A\— (0A oA |- (10 ,\_ 104 )—
mtA_(B% az]e“[az apj%{pap(p%) pa¢j?

Nous pouvons en déduire immédiatement que la oelantre champ et potentiel qui s’écrit dans le cas
généralB =rot A prend ici la forme plus simple :

— dA — . d
B :rotA:——A% soit B¢:__A§
dp dp
Si cette expression ne nous est pas donnée, nowsts la
relation entreB et A en écrivant que la circulation d& sur s

un parcours fermé est égale au fluxBiea travers ce contour. h A (p) K(p+ dp)
Nous choisissons pour contour un rectangle pags=antl, de
hauteurh et de petit cotélp, orthogonal au cham . La

B (

circulation de A sur un tel parcours orienté de telle sorte que M)

le flux de B’ soit positif, a pour expression :

5= A (o= Ao+ ) = @
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Le flux de B & travers ce contour élémentaire a pour expressigg = B, h do et nous en deduisons la

méme relation B, = _dA
dp

Par intégration, nous obtenons :

A (P) = A(Po) - p‘;Efa)(p’) @ = A(p)- [ 1o = Afp)-Helin 2

Po 2 2T[p pO

La valeur du potentiel a la distanpg du fil peut étre choisie arbitrairement.

Conducteur cylindrique infini parcouru par un coura nt axial uniforme en volume

Nous noteron® le rayon du conducteur et’intensité du courant. Les éléments de symésims les
mémes que dans le cas du courant filiforme reotlitraité précédemment. Nous savons dopciori

que le potentiel vecteur est colinéaire au couririgé selon @: A(M)=A (p)e,.

De la méme fagcon que précédemment, nous aurAp@p pO j Bb

P
Nous choisissons arbitrairement un potentiel nul’ase du fil et alors :A, (p) = —L B, () do’

Il nous faut alors distinguer deux cas, selon gueolint M est a I'intérieur ou a I'extérieur du fil

. 2 1P .2
B p.olp~ — p-olp Hol p2 __HdP
<R B = = Pl -
p= (M)= onRE Alp) =~ ®'= 2r[ 2}0 4t R
B _U'OI a I r_ oi _p-oi P
>R B(M)=—"— -2 |In—
p= ( ) 21p % F) 4 2t nR

Attention ! Si le choix de l'origine du potentiel vecteur editittaire, ce choix est fait une fois
& pour toutes et le potentiel vecteur doit nécessare varier contindment dans I'espace. Pour
notre exemple, I'expression du potentiel a la suafdu fil, pourp=R, est la méme pour

p - R etpourp - R

__I‘J'inz :—M—E B
AR) A AlP)=-T 5 Ap)=-——5 g
R p
0 !
_Hoi i
41
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Nappe plane de courant de surface uniforme

Encore un probléme d’école! Les courants
partant a l'infini sans retour nous interdisent
de choisir un potentiel vecteur nul a l'infini.

Etude de symétrie

Nous choisissons un systeme de coordonnées
cartésiennes dont I'axez@st orthogonal a la
nappe de courant et tel que la densité dc
courant de surface est orientée par I'aye O

Tout plan passant par un point M quelconque
et orthogonal au courant est un plan
d’antisymétrie de la distribution des courants.

Le potentiel vecteur en M est donc orthogonal plaa et donc colinéaire au couranKJ(M) =A g
Le probleme étant invariant par translation quedgenparalléle au plaxOy, nous pouvons donc affirmer
que la composantd, n'est fonction que de: A(M)=A(2)e.

Par ailleurs, le plarOy contenant la nappe de courant est un plan de ggnaét probléme et le potentiel
vecteur enM', symétrique de M par rapport a ce plan, est leésyique du potentiel vecteur en M. Cela

revient a affirmea priori que la fonctionA\/(z) est paire.
Intégration du champ

Dans de telles conditions de symétrie, |a relaor rot A s'écrit ;

0 0
B=0OOA=| 0|0 A =—Z—Azy§ soit A (z)=A(0)-| B d:
d

0
dz

Nous avons établi I'expression @ au chapitre précédent et nous en déduisons :

B( 9= Mols g - a9 [l bd
pourz>0 B(7=+be'g  p(}= HO-[He 0z 40-H

pour z< 0 §(z):—M§ Al 3= e(Q+J.M dz AQ.F%
2 o 2 2
Et donc, finalement, en choisissant I'origine diepdiel dans le plan de la nappe de courant :

7 = _Hols) 15 = _Hols
A=-bulejgg=bolyy

Remarque Le potentiel vecteur est une

fonction continue & dérivée discontinue. Cette A (2) B.(2)
discontinuité de la dérivée correspond a la
discontinuité p,j, du champ d’induction 7

magneétique a la traversée d'une nappe de Hols
courant. On remarquera I'analogie avec le ¢
en électrostatique de la discontinuité du+}u0jsz -iuojsz
champ électrique a la traversée d’'une surface 2
plane chargée.

1 .
+t>Hols

1.
~5Hols

JLH 12/11/2007 Page 10 sur 12



MAGNETOSTATIQUE Chapitre 2 Potentiel vecteur

Nappe de courant cylindrique (solénoide idéal)

Etude de symétrie
Nous avons déja établi, pour une nappe de coumrdgudace orthoradialej: = jse;, I'expression du
champ d’induction magnétique qui est axial et unife a I'intérieur du solénoide et nul a I'extérieur
pP<R B=W, ke =H,nig
p>R B=0
En posantj, =ni oun est le nombre de spires par unité de longueuriertensité dans chaque spire.

Le plan défini par un point M quelconque et I'axe @u solénoide est un plan d’antisymétrie de la
distribution de courant : le potentiel vecteur ereM donc nécessairement orthogonal a ce plart;&’'es

dire orthoradial :A = A, § .

Le probleme étant invariant par rotation quelcongumur de I'axe @et par translation quelconque le
long de ce méme axe, nous en déduisons que la samigad, au point M ne dépend que de la distance

p du pointM alaxe @: A=A (p)g .

Circulation du potentiel vecteur

Nous pouvons tres rapidement obtenir I'expressian d
potentiel vecteurA dans la condition de jauge de Coulomb

en écrivant que la circulation du potentiel vectéurdong
d’'un parcours fermé est égale au flux du champdd@tion
magnétique a travers une surface s’appuyant storgeur.

Choisissons pour parcours un cerclecentré sur I'axe du
solénoide et orthogonal & cet axe. Dans tous Espcair un
cercle de rayonp, la circulation du potentiel vecteur
s’exprimera simplement :

rx=§ A = A(p) § ¢=2mp A(p)

Si le rayonp du cercleC est inférieur au rayo®R du solénoide, le flux dB a pour expression
O = B, xTp’ = TP, j, tandis que dans le cas contraire, le flux estgaddant de et prend sa valeur

maximaleq, _ =TIR?, j,. La relationl ; =@, nous conduit donc & I'expression de:
P<R A=
pP>R A=

Le potentiel vecteur est nul sur I'axe du solénpidaximal a la surface du solénoide et tend vees un
valeur nulle a l'infini. Nous avons affaire ici anel situation plus réaliste que dans les exemples
précédents : aucun courant ne part a l'infini setsur.

Energie magnétique linéique

L’énergie du solénoide infini est bien sdr infinkous allons donc considérer une tranche de saénoi
infini de longueur? pour laquelle I'énergie magnétique, nous le vesr@st finie.
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—2

La densité volumique d’énergie magnethuhezz— est uniforme a l'intérieur du solénoide et nulle a
0
I'extérieur. L’énergie magnétiqgue est donc égalta aensité volumique d’énergie multipliée par le
volume de la tranche de solénoide considérée :
B? 1.
&, :2—><TrR2f =5 TH, 2R

Ho

Remarque Considérons le solénoide comme étant constigugpdes jointives, a raison despires par
unité de longueur, parcourues par un courant digité i de telle sorte que la nappe de courant
équivalente soit telle qu@ =ni. L’énergie magnétique peut alors s’écrire sodsriae :

1 o 1 .
£ ==(mu R} i*==Li*
n =5 (on*RE) =2

Nous avons déja défini, en électricité des régiqessi stationnaires, le coefficient= T ,n*R* comme
étant I'inductance propre du solénoide.

Note: L'énergie magnétique s’exprime aussi bien gatdgrale : &, :%ﬂ ji.(M)A(M)ds

MOS

ou S=21R est la surface d’'une longuedrde solénoide. Sur cette surface, le potentielevea pour
expression K:%uo ;R g et, par conséquent, le produit scalaiei:%uojiR prend la méme

valeur en tout point de la surfaBeNous en déduisons :
gmzlﬂ TSDK(M)ds:Ex—lpongx” dS=—1uoi R 21 R:—lnuozj 2]
2JJmos 2 2 MOS 4 2

Nous retrouvons bien sdr la méme expression quke malcul précédent.

Dans I'approximation filiforme du solénoide, nousigons :
g =1 iA(M) W:EJ ix—lponiRdz:—lponFRj o
2Juce 2 4 MOC

m
2 Jmoe

L'intégrale J d/ est égale a la longueur totale du fil enroulé poaomstituer une longueuf de
MOc

L , . - N . 1 :
solénoide, smf'. d¢ =2mRx /. Nous retrouvons bien sdr le méme résuli@t '.—-E(Trpon2 RZE) i°

Moc
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