4LLycée de Kerichen MP — Cours de physique

BREST

TRANSFERTS THERMIQUES

Chapitre 1

Conduction et convection

En thermodynamique, le terme @ehaleur »désigne une quantité d’énergie caractérisée par rvode

de transfert, sans aucun déplacement macroscopigae, opposition au« travail » L’expression

« transfert thermique >préconisée par les programmes de physique desedapréparatoires est
strictement équivalente au terme de chaleur. Cefgression nous évitera bien des confusions. La
chaleur n’est pas une forme d’énergie, mais un nelFansfert de I'énergie : le transfert thermique

Une bonne connaissance du premier et du secondiperme la thermodynamique est indispensable pour
aborder ce chapitre. Cf. THERMODYNAMIQUE DU CORPSRR chapitrel : Les principes de la
thermodynamique.

1.1. Différents modes de transfert thermique

Conduction, ou diffusion

Si, du point de vue microscopique, I'énergie eangmise de proche en proche sans déplacement
macroscopique de matiere, il s’agit du phénomerdiftiession— ouconduction— thermique.

Convection

Dans un fluide, la conduction s’accompagne d'uncessus de transfert thermique généralement plus
efficace : la convection. L’énergie est alors tportee par déplacement macroscopique de matiese. Le
processus convectifs sont souvent couplés aux geBahermiques par conduction au contact de solides

Exemple: au contact du radiateur, I'air se réchauffe’@ese du fait de sa plus faible densité. Il seecré
ainsi un courant de convection qui fait que I'agrld piéce est chauffé dans son ensemble avecluse p
grande efficacite.

haut air chaud

Piéce a chauffer .
|_radiateur

bas air froid ”l
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

Rayonnement

Enfin, il se produit toujours des échanges d’éreryiec le milieu extérieur sous forme de rayonnémen
électromagnétique, que 'on qualifie de transfénermiques radiatifs. Dans étudierons particuliénem
cet aspect des choses au chapitre suivant.

1.2. Loi de Fourier

Joseph Fourier

Mathématicien francais, Joseph Fourier étudie axt thbut du XIX® siecle les phénoménes de
conduction thermique, en ayant a I'esprit, commeligpart de ses contemporains, l'idée de I'existenc
d’un fluide calorique indestructible. Ce modeless’avéré impropre : c’est I'énergie qui est conatve,

la chaleur n’étant qu’'un mode particulier de tramsple I'énergie interne. Fourier avait connaissates
travaux de I'ameéricain Benjamin Thompson mettanéeidence, des 1798, la relation entre la chaleur e
le mouvement. Ainsi, connaissant les discussiomne gghysiciens sur la nature de la chaleur, Fourier
voulait que ses travaux soient appréciés indépemsaninde l'issue de ce débat.

Cette position tres prudente le conduisit & comsidées lois physiques comme la simple traduction
mathématique des phénomenes observés. Fouriedécaisique les lois dont il avait fait I'étude asat

une valeur indépendante de linterprétation que fmuvait faire de la chaleur, celle-ci pouvantétr
considérée « comme un étre matériel distinct, q@gsp d’'une partie de I'espace dans une autre s, mai
aussi « comme la seule transmission du mouvement ».

Pour I'histoire des sciences, le nom de Fourieteraestaché principalement a I'introduction d’'unibut
d’analyse d’'une extraordinaire fécondité pour lggipue. Fourier affirme, sans la démontrer toudif f

la conjecture suivante : une fonction périodiquelganque, méme discontinue, peut s’écrire sous la
forme de la somme d'une série — éventuellemenhimfimais convergente —, de termes sinusoidaux
dont les fréquences sont des multiples entiera dettjuence fondamentale. Nous étudierons a leosect
suivante dans quelles circonstances Fourier fuharadaire cette hypothése.

Courant thermique, flux thermique

Tout d’abord, Fourier remarqua que les transfdngsmiques par conduction se font systématiquement
des endroits ou la température est la plus élegéeles endroits ou la température est la pluseb&zs
sera, un demi-siécle plus tard, I'énoncé de Claudiu second principe de la thermodynamique : aucun
transfert thermique spontané ne peut avoir liedrdid vers le chaud. La variation dans I'espacdale
température est une condition nécessaire a I'appad’un phénomene de conduction. Il ne peut donc
avoir de conduction thermique qu’en dehors de liéme thermique.

Fourier introduisit la notion de flux de chaleureqnous nommons aujourd’hui flux thermique afin
d’éviter toute idée de préexistence de la chaleamnre fluide conservatif. Le flux thermique est une
puissance, quotient par le temps d’observatioriéteitgie traversant sous forme de chaleur une cirfa
donnée. Le flux thermique, que nous noterehs se mesure en watt dans le Systeme international
d’unités.

En chaque point, nous définissons le vecteur dessitfacique de flux thermique ou vecteur densité d
courant thermiquej,, comme le vecteur ayant pour direction et sensréciibn et le sens du transport

d’énergie sous forme de chaleur et ayant pour neol@uuotient du flux thermique a travers uneaxef
élémentaire orthogonale par l'aire de cette serfa@a densité de courant thermique se mesure donc,
dans le Systeme international, en watt par métré.ca

cp:jjrmm?ds
S
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

Loi phénoménologique de Fourier

Fourier constata expérimentalement la proportiatenadu vecteur densité de courant thermique avec le
gradient de température et posa la loi phénomémpleguivante, que nous appelons loi de Fourier :

_

Jin = A gradr

Le coefficient de proportionnalitd s’appelle la conductivité thermique et se mesdams le Systéme
international, en watt par métre et par kel(/w Dm‘l[K'l). La conductivité thermique est positive, le

signe « moins » présent dans la formule de Fowiprime le fait que le transport thermique,
conformément au second principe de la thermodynaenige produit dans le sens des températures
décroissantes, du plus chaud vers le plus froid.

Analogie de la loi d’Ohm avec la loi de Fourier

Nous constatons I'analogie formelle existant etdrii de Fourier relative a la conduction therngcgt

la loi d’Ohm locale relative a la conduction éleqpie, dans le cadre de I'approximation des régiguesi
stationnaires. Le vecteur densité de courant égetrcorrespond au vecteur densité de flux therejiqu
tandis que le potentiel électrique et la tempéegjioment des réles correspondants.

j =YE =-ygradv

La loi d’Ohm fut établie par analogie avec la I@ €&ourier. Rendons hommage a Fourier en lui
reconnaissant I'antériorité historique. Ohm ne faubh loi qu’en 1827 dans sorEtude mathématique de
la chaine galvanique. Il fait référence de facon explicite aux traxvale Joseph Fourier et introduit la
notion de résistance électrique a partir d’'une @gialavec la conduction thermique en régime continu
forcé, telle que nous I'étudierons plus loin.

De fait, la conductivité électrique et la conduitévthermique ne sont pas sans rapport. Nous donsta
que les matériaux bons conducteurs de I'électrguitd aussi de bons conducteurs thermiques, tgodis
les isolants électriques sont de bien pietres ottedus thermiques.

Limites de validité de la loi de Fourier

Limite de causalité

La loi de Fourier, comme la loi d’'Ohm, affirme unelation causale instantanée. Si I'on modifie le
gradient de température, cela a pour effet imméttianodifier le courant de diffusion thermique. Gex
peut étre acceptable que dans la mesure ou le tdenpsopagation des causes est suffisamment bref.
Dans le cas de régimes statiques ou lentementlesial n'y aura pas de probleme, mais dans ledeas
régimes variables a des fréquences trop élevéeretierds entre les causes et les effets se fotit stla

loi de Fourier cesse d’étre veérifiée.

Défaut d’isotropie

En tout état de cause, la loi de Fourier est unpHénoménologique exprimant un phénomeéne physique
dans un milieu supposé isotrope. Il existe desemlianisotropes dans lesquels la conduction theeniq
ne se manifeste pas de la méme fagon dans tostebréetions de I'espace. Par exemple, un matériau
ligneux comme le bois est meilleur conducteur thgue dans la direction des fibres que dans une
direction orthogonale.

Défaut de linéarité

La loi de Fourier exprime un phénomeéne physiques darcadre de son approximation linéaire. Comme
bien souvent, la linéarité cessera d’étre une a@mation satisfaisante si I'amplitude du phénomene
physique devient trop grande. Le déseéquilibre tiguenne doit pas étre trop important, un gradient d
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

température trop élevé pouvant avoir pour consémame non-linéarité qui peut aller, dans des
conditions de déséquilibre thermique extréme, jldgsglimpossibilité de définir localement la
température.

Différents aspects de la diffusion thermique

Les processus de diffusion qui sont responsableséglacement de I'énergie interne, de proche en
proche, dans la matiére sont trés variés et nars flerons pas ici une étude microscopique. Noossll
simplement rendre compte qualitativement, selotat’ée la matiere, de quelques différents modes
opératoires diffusifs.

Diffusion thermique dans les gaz

Dans un gaz, le transport d’énergie interne se fait I'intermédiaire des chocs moléculaires. Les
molécules tendent a se déplacer vers les liewewmudoncentration est la plus faiblei(de FicK. Les
chocs moléculaires tendent a déplacer I'énergis le=r endroits ou la concentration d’énergie irderst

la plus faible, c’est-a-dire la ou la températwsela plus basse. Nous nous attendons, par conséquee
gue le phénomene de diffusion thermique gazeusssaba des lois ressemblant aux lois de la diffusio
moléculaire dans les gaz.

Les conductivités thermiques de gaz sont des fomettroissantes de la température et ne dépendent g
trés peu de la pression — tout au moins tant glie-cieest suffisante pour que le libre parcoursyar
des molécules soit trés inférieur aux dimensiond’ateeinte. Le graphe ci-dessous reproduit, & titr
d’exemple, les variations avec la température aeialuctivité thermique de I'air.

Age (W K™Y

1

0,025 —

-

0,020

-40 0 40 80 120 t(°C)

Pour les gaz aux pressions usuelles, ces procdsdliffusion moléculaire et de diffusion thermicgeant

tres peu efficaces au regard des échanges quiosligent du fait des déplacements de matiere par
convection et celle-ci est rarement évitable. Damshamp de pesanteur, elle se produit naturellechen
seul fait de la variation de densité du gaz avetemapérature. Une cellule mésoscopique de gaz de
température plus élevée est soumise a une foreadaate et se met en mouvement.

Ce processus de convection se traduit, comme damrad de la conduction, par le déplacement de
I’énergie interne vers les endroits ou la tempéeasist la plus basse. L'efficacité des transfests/ectifs

peut étre encore améliorée en forcant un régimeodlément du gaz. Ces phénomenes de convection
font qu'il est tout a fait exceptionnel d’observexpérimentalement la diffusion thermique gazeuse
comme processus isolé. Nous étudierons en exem@itire d’exemple, de quelle facon la convection
gazeuse autour d’un solide peut conduire au refsganent de ce dernier.

Diffusion thermique dans les liquides

Nous le savons, il n'y a pas de différence qualigaentre les liquides et les gaz autre que I'omize
grandeur de la densité moléculaire. Les mémes gsasede conduction et de convection se produisent
dans les liquides avec une efficacité accrue dudéla plus grande concentration moléculaire.
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

Toutefois, dans les liquides, les molécules owatesnes sont au contact. Cela a pour effet de rdedre
processus d’échange énergétique plus efficaceql3e il peut se produire dans une phase condensée,

des phénoménes de conduction n'ayant pas pounerigitransfert
d’énergie de proche en proche par les atomes : Eamsercure )\(W L D('l)
liquide, par exemple, I'existence d’électrons Ibmesponsables de
la conduction électrique, rend la conduction theusi toluéne 0,14
particulierement efficace. sthanol 017
Le tableau ci-contre donne quelques exemples deuctinité eau 0,59
thermique pour des liquides a la températur@sheC.

mercure 8,30

Diffusion thermique dans les solides

Dans les solides, il ne saurait étre question dEglentre atomes. L’'énergie vibratoire des atorees s
déplace de proche en proche par des processusrdttibn entre voisins. Ce phénomene concerne tous
les solides qu’ils soient conducteurs de I'éled&iou non.

Dans le cas des matériaux conducteurs électritpiemnsfert de charge est rendu possible parsterce
d’électrons de conduction qui peuvent étre mis @uvament par une excitation infime. Ces mémes
électrons vont participer a la conduction thermiguec une efficacité toute particuliere. Sans emtags
les détails, nous devons constater que les meslleonducteurs électriques (I'argent, le cuivre’ad |
sont aussi les meilleurs conducteurs thermiqguesiasDlas conditions usuelles, les conductivités
thermiques des métaux ne dépendent que tres pleutdempérature. A la méme température, le rapport
est du méme ordre de grandeur pour tous les métauableau suivant donne les valeurshdey et du

rapportA/y pour quelques métaux usuels a la températu20g€.

Condgctivité Qondgctivité rapport y
thermique A électrique Y y
(won k™) | (x10° som?) | (x10°QowiK™?)

Argent 429 63 6,8
Cuivre 401 60 6,7
Or 318 43 7,5
Aluminium 236 38 6,2
Zinc 116 17 6,9
Fer 80 10,3 7,8
Plomb 35 4,8 7,2

Les conductions thermiques des alliages sont gieméeat inférieures a celles des métaux entrant dans
leur composition. Ainsi, par exemple, le laiton Hiage de cuivre et de zinc — a une conductivité

thermique inférieure a celle du zind ;.. =110 WOt OK ™.

laiton
-1 -1
De méme, les différentes sortes de fonte et d'acier des }‘(Wﬁm 'K )
conductivités thermiques inférieures a celle duRewur 'acier inox, marbre 33
; — ~1 -1 .
par exemple A, =16 WIm [K™). Bois d'érable 0.16
Voici enfin, dans un dernier tableau, les valeuescdnductivité verre 1,2
thermique de quelques matériaux isolants dans learglitions .
Laine de verre 0,040

usuelles d’utilisation.
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1.3. Régimes permanents de diffusion

Régimes forcés, présence de thermostats

La diffusion, nous 'avons vu, conduit inexorablarha une uniformisation des températures. De dg fai
pour un systeme isolé, il ne peut exister de smiutie diffusion stationnaire.

Toutefois, si nous envisageons I'existence de tbetats, qui sont des sources d’énergie, le systeme
evolue vers un régime stationnaire d’écoulemernitéergie, sous forme de chaleur, des thermosgats |
plus chauds vers les thermostats les plus froidsusNoouvons étudier quelles sont les répartitions
stationnaires de température dans un milieu coedusbumis a de telles conditions aux limites.

Nous savons que la température est alors solutiore quation formellement identique a I'’équati@n d
Poisson en électrostatique :
AT =0

Dans certaines circonstances particulieres présenta degré de symétrie suffisant, nous saurons
résoudre cette équation. Toute analogie avec addepnes équivalents de potentiels statiques (osiqua
stationnaires) déja étudiés en électricité sebadiavenue pour ces études.

lignes de
courant
thermique

<«——— Surfaces
isothermes

Régime forcé continu d’écoulement thermique

Nous mettrons ainsi en évidence I'existence deased isothermes (les surfaces des thermostatsisont
cette nature) et de lignes de courants thermiguédsygonales aux surfaces isothermes, de la mégoa fa
gu'en électrostatique ou en électrocinétique quationnaire les lignes de champ électrique sont
orthogonales aux surfaces équipotentielles.

Résistance thermique

Cas général

Considérons un écoulement thermique quelconquee atdux thermostats. Le flux thermique total
(homogéene a une puissance) est proportionnel dféaeshce de température entre les deux thermostats
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

Le coefficient de proportionnalité s’appelle la dantance thermiqué&,, du milieu conducteur entre les
deux thermostats. L'inverse de la conductance tingrens’appelle la résistance thermioBg :

T,-T,

h

P=G,(T,-T,) =

La conductance thermique entre deux thermostats milieu conducteur homogene est proportionnelle a
la conductivité thermique\ du matériau. Elle dépend également de la formeeela disposition des
thermostats, mais elle est indépendante de lenmzé&etures dans la mesure ou la conductivité thygreni

A du matériau peut elle-méme étre considérée comdépendante d&

Cas particulier unidimensionnel

Considérons le cas particulier d'un systéeme tel gaetempérature n’est fonction que d'une seule
coordonnée cartésiennede I'espace. C’est le cas, par exemple, en un@ae@pproximation, de la
température dans un mur homogene d'épaisseur oréférlorsque les températurds et T, de part et

d’autre du mur sont uniformes et constantes. L'éqnade la chaleur s’écrit alors, en régime
stationnaire :

d*T

AT=—>-=0

dx®
Le gradient de température dans le mur est donimrame et constant et nous en déeduisons que la
température dans I'épaisseur du mur varie linéardgran fonction de :
‘ [l-Tl

‘gradT‘ ;

Si I'on considére une sectiagdu mur, le flux thermique&P a travers cette section a pour expression :

b= S‘jth‘ s)\‘grad'l" |‘II T = |T T|

Nous en déduisons l'expression de la résistancemtbee d’'un élément cylindrigue d’'un matériau
homogene de conductivite, de sectiors et de longueur dans I'approximation unidimensionnelle :

_ !
R =2

Remarque en 1827, Georg Ohm s’est inspiré de ce concepésistance thermique introduit par Fourier
pour définir la résistance électrique d’'un dipdlexpression de la résistance électrique d’'un cotelwr
cylindrigue de conductivité électrique, de sectiors et de longueur est obtenue par analogie, dans le

cadre de la méme approximation unidimensionnelle :

l

Sy

Résistances électriques et résistances thermidaéssent aux mémes regles d’association en parallel

(lorsque les flux s’ajoutent) et d’association @nmies (lorsque le méme flux passe successivemerg dan
différents conducteurs).

I:iélec =

— La conductance résultante est égale a la sommeateluctances de conducteurs associés en paralléle
— La résistance résultante est égale a la sommegdissances de conducteurs associés en série.
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Conduction thermique a symétrie cylindrique de révolution

Soit un tuyau cylindrigue de rayonR
transportant un fluide chaud a une température
T, que l'on considérera comme uniforme et
invariante. Le tuyau est calorifugé a I'aide d’'une
gaine cylindrique de rayon intériedR et de
rayon extérieur R, constituée d'un matériau
homogéne de faible conductivité thermighe

Le milieu extérieur est assimilable a un
thermostat de températufe.

Il s’établit alors un régime stationnaire de fuitkermique que nous allons étudier dans le systene d
coordonnées cylindriques d’ax2z. La densité de courant thermique est radiale etrsodule j,, ne

peut dépendre que de la distamca I'axe Zz. Le flux thermiqued a travers un cylindre de rayon
(F\’:L <r< Rz) et de longueur a donc pour expressiord = 2rir 7 j, . Ce flux est indépendant du rayon

r et nous en déduisons I'expression du vecteur tdedsicourant thermique :

Jth 2T[I’f r
Dans cet environnement a symétrie cylindriqueetapérature ne dépend également que de la distance

: , , (e — T— . : -
Aussi, la loi de Fourier s’écrit-ellej,, = -Agradl = —)\((jj—er et nous en déduisons la loi de variation de
r

la température dans le matériau isolafit:=——2_ soit T(r)=T, % pL
dr 21 (A 2r'n - R

Cette relation étant satisfaite en particulier pperR,, nous en déduisons la relation de proportionnalité
entre la différence de température et le flux thgua :

r-t=( Lnk)|®

2N R )/
. e o Gy R,
Cette relation définit une conductance thermigoéitjue— = ——In—=
¢ 2mh R

Bien entendu, ces fuites thermiques sont d’autdm$é pmportantes que l'on considere une grande
longueur de tuyau.

Remarquel : cet exercice est formellement identique au utalbe la conductance de fuite d'un
condensateur cylindrique.

Remarque? : nous pouvons également envisager un régime greamt de conduction a symétrie
sphérique. Le courant thermique est alors radiabéms sphérique du terme) et le module de |a téemhesi

courant thermique décroit drir? de telle sorte que le flux thermique soit le m&meavers toute surface
sphérique, indépendamment de la valeur.de
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

1.4. Equation de la diffusion thermique

Bilan d’énergie

Considérons un systeme matériel de compositionipbhehimique uniforme et constante, non traversé
par des courants électriques, immobile dans umeeétiél d’inertie et supposé indéformable. Seuls de
transferts thermiques sont susceptibles de faireervéiénergie de ce systeme. Nous nous proposons
d’écrire I'équation différentielle exprimant locatent le caractere conservatif de I'énergie.

Probléme unidimensionnel

Imaginons tout d’abord le cas limite d’'un systénmmtdles parametres d’état ne sont fonction que du
tempst et d’'une seule coordonnée cartésierndlous allons montrer que la conservation de I'gieer
impliqgue une relation simple entre la variation sléetemps de I'énergie volumique et la variatiamsl
I'espace de la densité de courant thermique.

Considérons a cet effet un tube de courant therniglindrique de sectios A I'abscisse, la densité de
courant thermique a pour valejy; (x) et & I'abscissec+Ax une valeur différentd,, (x +Ax).

fjth()i)} ijthéJ’Ax)
U

> —

X

X X+ AX

Dans un intervalle de temg¥ , I'énergie entrant sous forme de chaleur dan®leme cylindriquesAx
a l'abscisse est égale g, (x)sAt, tandis que I'énergie sortant sous forme de chalauméme volume
a l'abscissex+Ax dans le méme intervalle de temps a pour valgyfx +Ax) sAt. L'évolution se
faisant sans apport d’énergie sous forme de trakéilergie interne du systéme de volursAx varie
donc, dans l'intervalle de temgs , de la quantité :

U (x+08%)=U(X) =] j (x+AX) = jo(X] At
Ceci correspond a une variation de I'énergie votjuaiqui s’écrit :

AUV — jth (X+AX)_ jth(x) At
AX

Uy (X t) et j,(x, t) sont fonctiona priori de deux variables ett. Lorsque I'on fait tendreAx et At

vers zéro, on obtient la relation entre les désgvpartielles, que I'on appelle équation de contéui
traduisant localement la loi de conservation dedigie :

_aUV + aj_th =
ot 0x

0
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Cas général
Le calcul précédent se généralise au cas d’'un vedéssité de courant thermiqu}; guelconque.

Il suffit alors de considérer un volume élémentgiagallélépipédiqualV = dxdy d: et de faire le méme

raisonnement en considérant trois contributions &driation de I'énergie interne volumique, selon
chacune des directions cartésiennes :

0j 0j 0j .
aUV + Jthx_l_ Jthy+ Jthz:aUV +diVjth =0
ot 0x ay 0z ot
Dans le cas le plus général, il peut exister desasde variation de I'énergie interne volumiquiergu
sont pas exprimées par le transfert thermique. Noasmis vu en électromagnétisme I'existence d’'une
puissance volumiqu&, = j [E , cédee par le champ électromagnétique a la matierenilieu matériel

peut également étre le siege de réactions chimigx@hermiques, ce qui se traduirait par une posa
recueR, positive, ou de réactions chimiques endothermigaequi se traduirait par une puissance regue

R, négative. Il peut également s’agir de changemergldhse ou de réactions nucléaires. Dans le cas le
plus général, si nous notorf la somme algébrique de toutes les puissances igles produites au
cceur du systeme, I'équation de continuité relaiVénergie interne s’écrit :

aUV P
+divjy, =R
ot ln = H
Remarque nous rencontrerons une équation de ce typeodsgjU'il s’agira de traduire localement une
loi de conservation d’'une grandeur physique scalair
Par exemple, la conservation de la charge éleetrggutraduit par une relation du méme type entre la

densité de courant et la densité volumique de charge électrigue %+divT =0.

Deuxiéme exemple, la loi de Poynting traduisamda conservation de I'énergie électromagnétique. Si

gE*  B? o . o, A =
'on note UVem:0_+2— la densité volumique d’énergie électromagnétiqtielle= le
Ho Ho
vecteur de Poynting, le théoréme de Poynting a prpression locale :

Yvem , iy T =] E
ot

Le flux du vecteur de Poynting représente la puissaélectromagnétique sortante tandis Euf
représente la puissance transférée aux portewnisailge, ou puissance « perdue » par effet Joule.

Equation de la chaleur

La loi de Fourier j,, =-AgradT combinée avec I'équation de continu%Jtl+divE:R, conduit,

dans un milieu ou l'on peut considérer la condut&ivthermique A comme indépendante de la
température, a dquation de la diffusion thermiquéquation différentielle aux dérivées partiellds,
premier ordre par rapport au temps et du secormé @at rapport a I'espace :

ou,, 0°T 9°T  0°T)_oau,
-A + + =
ot x> oay? 07 ot

~AAT =R,
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Introduisons la capacité thermique massiqualu matériau et sa masse volumigue que nous
considérerons l'une et I'autre comme indépendatidela température. Rappelons que nous avons admis
gue I'énergie interne ne peut varier que du setibdfala variation de température du milieu. Nousres
alors, dans les conditions particulieres de nades dU,, =pcdT. Dés lors, I'équation de la diffusion

thermique devient une équation différentielle desémle température, que I'on appelle équation de la
diffusion thermique, ou encore « équation de ldezira» :
T_ 10T __R,

A
——= avec D=—
D at A HC

Le coefficient D =—, homogéene a une surface divisée par un tempsynegarametre intensif positif,

C
caractéristiqgue du matériau, que I'on appdifeusivité thermiqugeou coefficient de diffusion thermique
L'étude générale de I'équation de la chaleur esing’extréme complexité et il n'est pas question
d’aborder ici quelque méthode que ce soit de résolisystématique de ce probléme. Dans tous les cas
la résolution d’'une telle équation suppose que tiéfinisse des conditions aux limites pour le peols

de diffusion. Nous allons simplement étudier quekjpropriétés générales des phénomenes de diffusion
dont la signification physique est remarquable.

Nous étudierons un cas particulier de phénoméngati&ation thermique et nous comprendrons le
rapport entre cette étude de la diffusion thermigukes séries trigonométriques de Fourier. Poureun
probleme, les conditions aux limites sont des dwomh initiales : nous supposons connue la répartit
de température a I'instant=0.

Nous envisagerons le cas particulier des régimeagreents forcés. Nous supposons que la température
est établie de facon stationnaire dans tout I'espetcl’équation de la chaleur indépendante du temps
s’écrit AT =0. Il s’agit alors d’une équation équivalente a liatjon de Poisson en électrostatique et
nous pourrons dans certains cas procéder par amaognous appuyant sur quelques connaissances de
cette discipline. Les conditions aux limites sotdra exprimées dans l'espace : la température est
supposeée connue en certains endroits.

Enfin, nous étudierons, en guise d’exercice compléaire, le cas particulier des régimes sinusoidaux
forcés. Les conditions aux limites s’expriment alsous forme d’une fonction particuliéTe(t) imposée

en un lieu choisi pour origine de I'espace.

Irréversibilité de la diffusion thermique

Le phénomene de diffusion thermique tend a homagéndes températures : c’est un phénomene
fondamentalement irréversible.

Cela se traduit par le fait que I'équation de lalebr n’est pas invariante par changement du gilghe
temps : siT (X, y, z 1 en est une solution, alofy x, Y, z - 1 n’en est pas une.

Observons le cas unidimensionnel. Imaginons urtelalison de température telle qu’a un instant donn
la courbeT (x, t) présente une concavité tournée vers les valesitves deT.

0°T A - .
Nous avons alors—->0 et, selon I'équation de la chaleur, dans une téligon d’espace, la fonction

()4
2
T(x t) est une fonction croissante du tempag-t[: = Dg_l- >0
X
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TRANSFERTS THERMIQUES Chapitre 1 Conduction et convection

L’évolution irréversible due a la diffusion therrag ramene systématiquement la distribution de
température vers un gradient uniforme auquel cpams un transfert d’énergie interne des lieux ou la
température est la plus élevée vers les lieux aergpérature est la plus basse. Nous retrouvoris tou
naturellement 'énoncé de Clausius du second grande la thermodynamique.

T(x 1) | concavite  0°T T(x t) T o
versle haut 5.2 >0 ot

» 2
concavite 0T

oT le b 2 <0
>0 versle bas gy

ot

Analyse dimensionnelle

. . Ly t X . . .
Introduisons deux variables réduitess— t et x :Z et supposonif(x, t) solution de I'équation de la
T
chaleur pour des conditions aux limites particefser

T _10T_, 10°T_10T_
x> D ot (? 9x? Dt ot
£2
Si nous choisissons et ¢ tels que— =D, alors la fonctionT(x,t) est solution d’une équation
T
. o . e . 07T 0T _
différentielle canonique, indépendante du milieuéral dans lequel a lieu la dlffusmna.—z—— =0
X
Nous pouvons interpréter ceci aussi bien en digastles temps de diffusion sont proportionnels aux
carrés des distances parcourues et inversementrjoomels aux diffusivités thermiques ou en disant
gue, pour une durée donnée, les profondeurs ddrpae sont proportionnelles a la racine carrée du
produit de cette durée par la diffusivité thermique

Etude d’'une égalisation thermique : le probléme de I'anneau d’ancrage

Joseph Fourier étudie la propagation thermique darsnneau d’ancrage de navire. L’anneau de fer est
initialement chauffé au rouge sur une moitié awhétre enfoui dans du sable ou I'on mesure I'évotut

de la température du métal. Le sable constituexagelient isolant permettant de minimiser les pertes
thermiques. Nous ferons I'hypothése, dans cettdegtque ces pertes sont négligeables dans le temps
d’observation.

En premiére approximation, nous pouvons considguer le probleme est unidimensionnel — seule
intervient I'abscisse curviligne sur 'anneau — et que les conditions initialesegpondent a un créneau
de température], etant la température uniforme de la moitié den&au qui a été chauffée & la

température uniforme de l'autre moitié de I'anneau.

Nul ne savait, a I'époque de Fourier, résoudreuidipn de la chaleur avec une telle symétrie aeliies
conditions initiales. Toutefois, cette équation atimles solutions simples dans le cas ou les conditi
initiales correspondent a une distribution sinualeidle température.
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Solutions harmoniques

¢ étant la longueur de la circonférence de I'anneasupposé filiforme — eh étant un nombre entier,
considérons une distribution initiale de tempémtlécrite par une fonction sinusoidale de la farme

T(x 0)=(T)+8; cos >

<T> est la température initiale moyenne. Nous vermuresla température moyenne est invariante dans le
cadre de nos hypothéses.

La température initiale est maximale &= 0 (modulo? /n) o elle a pour valeuf,,, =(T)+6, et elle
est minimale erx=¢/2n (modulo? /n), le minimum ayant pour valeurT; . =(T)-6,.
Démontrons qu'il existe une solution de l'aton de la chaleur, satisfaisant aux conditians

limites sinusoidales, de la forme :

T(x 1) =(T)+8(1) cosT X

oT _d6(t)  2mnx

— COSs

ot dt l oT _9°T _(de(t)  4mn’D 2rnx_
) = —-D—= +———8(t) [cos——=C

0°T 21n 21N x ot ox dt / /

we o) e

L’équation de la chaleur se raméne donc a une idgudifférentielle linéaire du premier ordre é(lt) :

4o() +n’ 8() _ 0 avec 1= £
dt T 412D

_n2t

n
La solution générale est de la forrﬁ(at) =Ae T et il suffit de choisirA=0, pour que les conditions
initiales soient satisfaites.

La fonctionT ( X, t) s’écrit finalement :

—n2t 2
T(x t):(T>+90enTc052T[l#( avec T=4f[2D

Nous constatons que la constante de temipg de I'égalisation thermique est proportionnellecamré
de la distance//n séparant deux maxima consécutifs : ce résultatoasta fait caractéristique d’un
processus diffusif linéaire.

La conjecture de Fourier

Fourier affirme que toute distribution initiale dempérature dans I’anneaﬂu’o(x), telle que

T,(x+¢)=T,( X, peut se décomposer d’'une fagon unique en une sodendistributions sinusoidales
éventuellement infinie :

(9 =(T)+ 3| 0052 X y sinZi0]

n=1

Les coefficientsa, et b,, que I'on appellecoefficients de Fouriersont donnés par les expressions
intégrales suivantes :

! 21N X

2mn x To(X)sin

2! 2
=—| T,(x)cos—— dx et =—
a, (jo o( ) ’ b, 7

dx

0
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Dans le cas de la fonction créneau évoquée pquoldéme de I'anneau d’ancrage, le développement en
série de Fourier s’écrit :

T,+T, 2 S (-1)°  2m(2p+ ) x
To(x)=2=—2+=(T,- T, cos
o)== O);2p+1 ¢
La figure suivante représente le fondamental, larse des trois premiers harmoniques, la somme des
18 premiers harmoniques et la somme des dix milklem@rs harmoniques. Pour cette derniére
représentation, le grain du papier ne permet pdugide la moindre différence avec la fonction e@un

21X
(T)+6,cos—= (T)+6 cosZX L oI, 1 o O
0
l ¢ 3 l 5 l
T /"\\
1
(T
l
+ =
2

(T)+ Goflg(_l)p coszn( 20+ P

p=02p+1 l

N |~
N

Méthode de résolution par décomposition de Fourier

L'idée de Fourier est tres simple. L’équation dehaleur est une équation différentielle linéadtel on
sait résoudre cette équation pour chacune des hajoes de la fonction périodique décrivant les
conditions initiales. La solution de I'équationfdifentielle pour la fonction périodique quelconagst
donc égale a la somme des solutions de I'équation ghague harmonique. Dans le cas particuliered’'un
fonction créneau, nous obtenons :

o (_q)P -4(2erdt
T(x =T 2qog) 3 U g o 2R )

o 2p+l 0

La figure suivante représente les variationsTo(e<, t), dans le premier quart d’heure, dans le cas

particulier d’un anneau en feb(=1,2x 10° nf J5') de longueur’ = 0,4 m.
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T+T

Conditions initiales discontinues::
lamoitié de 'anneau est & la température T, 'autre moitié & la température T,

Conditions initiales continues
correspondant a la somme du fondamental et des harmoniques 3 et 5
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Dans le haut de la page, la sommation de la sérieadirier correspondant aux conditions initiales, e

étendue jusqu'al00CF terme, tandis que dans le bas de la page ce gpezient est limité aux trois
premiers termes. Calculons, dans le cas de I'and@ancrage, les valeurs des constantes de temps pou
les cing premiéres harmoniques :

fondamental 1, =338«
harmonique3) T1,=38s
harmoniqueb) 1,=14s
harmonique7) 1;,=7s
harmoniqued) t1,=4s

. = 1 0?
P (2p+1)24T[2D

©T T T TDO
1
AWNPFO

Etant donné que les hautes fréquences spatialesbeantoup plus rapidement atténuées, il apparait
clairement que la présence d’harmoniques d’ordpgrseur a 3 ne modifie la solution de diffusion que
dans les toutes premiéres secondes. C’est ce guge aamstatons en comparant les deux simulations
présentées sur la figure : pour tout ce qui edsteréent mesurable, nous ne pouvons pas établir de
distinction entre ces deux solutions.

Nous pouvons également constater que, les preni@reges passées, la répartition de température dan
'anneau devient sinusoidale : ce résultat, vdriicexpérimentalement — et vérifié par Fourier -st, e
pratiguement indépendant de la distribution indtidé température.

1.5. Interface solide-fluide. Transfert thermique d e surface

Notion de « couche limite »

Lorsqu’un fluide de températuie est mis au contact d’un solide de températurémiffteT, il s’établit

un gradient de température important dans une eodelfluide de trés faible épaisseur que I'on dgeali
de couche limite thermique. Cette couche limitdesiége de courants de conduction thermique ardut
plus important que la différence de températureedetfluide et le solide est importante.

Ce transfert thermique, que I'on qualifie de transtonducto-convectiést d’autant plus efficace que le
fluide est dense et de conductivité thermique irgtde.

L'efficacité du transfert thermique augmente aussicda mobilité du fluide. Le fluide peut se mettre
mouvement par le seul fait que sa température plest homogéne : au contact d’'une paroi froide, le
fluide se contracte, devient plus dense et subg fdrtement la gravitation. On parle alors de eamtion

« naturelle ».

Si le mouvement du fluide est provoqué, a I'inddar mouvement d’air produit par un ventilateur, le
transfert conducto-convectif est beaucoup plus&tt : on parle alors de convection « forcée ».

Loi phénoménologique de Newton

Des le XVII ® siécle, Newton proposa un modeéle simple pour eemtmpte des transferts conducto-
convectifs : la densité de courant thermique egpgntionnelle a I'écart de température entre laléet
le solide.

Jin st = h(Ts_Tf)

Le coefficient de transfett de la loi de Newton se mesure doncWin K. Sa valeur évolue dans
une fourchette tres large allant de quelques frastd’unité dans le cas de la convection natuctlle
gaz a plusieurs centaines de milliers de watt parencarré par kelvin dans le cas de la conveftiarée
d’'un métal liquide.
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Conductance thermique de conducto-convection

La proportionnalité entre la densité de courant nigue et I'écart de température implique une
proportionnalité entre le flux thermique et l'écalt température. Si I'on considére une surface
d’interface solide-liquide, nous pouvons écrirfieession de la puissance thermique transmiseqti ¢
surface dans le cadre d’'une modélisation conforfadd@ de Newton :

O =ips=hs(L-TF)=G(T-T)  avec G=hs
Exemple considérons le cas d’une vitre de surfacel m? séparant I'air intérieur d’'une piéce de Iair
extérieur. L’'air intérieur, de températutg, =20°C, est quasiment immobile et nous observons un

coefficient de transfert de la loi de Newton deitpetaleur : h,, =20 Wm > [K™*. L’air extérieur, de
températurd,,, =5°C, est plus agité, il y a du vent, et nous obserwonsoefficient de transfert cing fois

ext
plus important : h,,, =100 Whi? K. Le verre a une épaisseww=3 mm et une conductivité
thermiqueA =1,2 W ' [K ™.

Pour une surfacede vitrage, les trois résistances thermiques sorserie et I'on peut et la résistance du

vitrage a pour valeur la somme des deux résistanoaslucto-convectives et de la résistance de
conduction :

Applications numériquesR,, =0,01+ 0,002% 0,05 0,0625 W K. Dans ce cas de figure, ce sont les
phénomeénes conducto-convectifs qui prédominentiuxehermique a pour valeur :

t 15

q):tint_ext: :240W
R, 0,0625
Nous en déduisons : Ly ext _text:heisz%él-g: 2,4°C soit ty ext =7,4°C
Xt
® _240_ _ )
bty =50 T120°C S0t ty, =8,0°C
nt

Conclusion: la vitre se thermalise a une température pratiggnt uniforme et la température plutdt basse
de sa face intérieure fait qu’il s’y produira sonvdes phénomenes de condensation.
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