4LL)2(cée de Kerichen MP — Physique-chimie. Travaux dirigés

BREST

Modélisation des isothermes d’Andrews du dioxyde de carbone.

Premiére partie : modéle de Van der Waals paracritique

Le dioxyde de carbon€O, a une température critiqug=31,0°C, une pression critiqug, = 73,9 ba,

le volume molaire critique étant,.=94,0 cniOmol*. Nous cherchons a réaliser un modéle rendant
compte de certaines propriétés de ce fluide dassadeditions peu éloignées de I'état critique (ctas
gue signifieparacritique.

1-

Considérons le modéle de Van der Waals a traiametres dans lequel la pressmrie volume
molaireV,, et la température thermodynamiduisont reliés par I'équation d’état suivante :

[p+v%J(Vm-b)= al

A I'aide du logiciel de calcul formeVlaple, déterminer la valeur des parameétaeb etr du fluide de
Van der Waals ayant le méme point critique @@, .

Il suffit d’écrire que sur I'isotherme critique, fint critique est un point d’inflexion de pentelle,

2
M(TC, Vmc) =0 et M

soitpourT =T etV_=V__:
P ¢ mooome oV, YA

(Ty, Vine) =0
> p:=r*T/(v-b)-a/v**2;

pc:=73.9e5: Tc:=31+273.15: vc:=94e-6:
T:=Tc:
abr:=solve({subs(v=vc,p)=pc,

subs(v=vc,diff(p,v))=0,

subs(v=vc,diff(p,v,v))=0},{a,b,r}) X
assign(abr);
rT a

2

P-= v—b vV
abr :={a=0.195894119, b = 0.000031333333:, r = 6.09050358 }

La réponse d®laple se présente sous la forme d’'un ensemble d’équsatigpe «set») et I'ordre des
variables est tout a fait imprévisible. Cet ensembdléquations est transformé en ensemble
d’assignations de valeurs aux varialdeb etr par I'instructionassign

Remarque Le physicien lira ces résultats de la facon awlig :
a=0,196 PalhOmof, b=31,3x10° miOmol*= 31,3 mO mof, r =6,09 JIK* Omol*

Note: la valeur de est notablement différente de la valeur de lateorts universelle des gaz parfaits
R=8,31 JJK* Omol*. Cela n’est pas du tout étonnant : nous décriuonBuide au voisinage de son
état critique, lequel correspond a une forte dénsibus somme treés loin du modele de gaz parfait.
Dans ce modele de Van der Waals, représentsgsieau d’'isothermes d’Andrews du dioxyde de

carbone pour une gamme de températures de 25°CG 88 degré en degré. L’isotherme critique
sera représentée par un trait plus gras.

L'opérateur$ permet, dans le langaddaple de construire automatiguement une séquence par
incrémentation d’'un entier (idi) dont on donne I'amplitude de variation par unemaalle (ici
$t=25..35 ). L'instructionplot deMaple peut s’appliquer a une liste d’'objets, les optipoavant
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dans ce cas étre définies sous forme d’'une ligiptidns prenant des valeurs différentes pour chaque
objet. C’est ce que réalisent les deux lignes dgnamme suivantes :
> T:=273.15+t:
plot([p $t=25..35],v=0..2*vc,y=0.9*pc..1.1*pc,
color=red,numpoints=200,
thickness=[1%$6,3,1$4]);
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Ce modele est-il réaliste ?

Le modele de Van der Waals introduit, pour les t&rafres subcritiques, des états de compressibilité
négative que I'on n'observe jamais. Il s’agirait fi@ddes dont le volume augmente lorsqu’on les
soumet a des pressions croissantes : cela n'eggéstadans le monde réel. Le modéle de Van der
Waals n’est donc pas réaliste, il devra étre médlibur tenir compte des phénomenes de changement
d’état.

3- Pour rendre compte des phénomeénes de changdiatatt les isothermes subcritiqu(e‘E<Tc) sont
modifiees par l'introduction d’un palier de satimat a la pression de saturatign. Les pointsL et
V, représentent respectivement les états de liguedeaturation et de vapeur saturante. Les états

métastables de liquide sursaturg.’ et de vapeur sursatur& V' sont effectivement observés.

V V.

m/s mvs m

Que peut-on dire des valeyss et p, des fonctions de Gibbs molaires (ou potentielsn@ues) des
deux phases dans les états de saturation ?
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Dans les états de saturation, I'eéquilibre des g#ases sous la pressign= p, se traduit par I'égalité
de leurs potentiels chimiques respectifs (T, ) =, (T, R)-
Montrer que le volume molaire est une dérivée eletidu potentiel chimique et en déduire que le
palier de changement d'état doit étre placé de taltte que les aires algébriqug{<0) et A, (>0)
soient opposées (construction de Maxwel + A, =0).
Partant de l'identité thermodynamique molaire, nolbenons successivement :
du, =-pdV,+ Td$,
dH, =d(Up+ pVy) == pd\,+ Tdg+ @ py)=+ ¥ do Td
dG,=d(H,-TS,)=V, dp TdS- d T9= .V dp .S

Nous en déduisons : du=dG, =V, dp- § dF oM dp(a—“J d
op ); aT ),

Soit, en particulier, par identificationV,, :(g—uj c.q.f.d.
Py

L'intégrale de la fonctionp(Vm) du pointLg au pointVg correspond a la somme de I'aire algébrique

recherchéd et de I'aire p, (V,

mvs

J‘,_\ pdvm = A+ R(ans_ leg

LeVs

V.. sous le palier de changement d’état.

Cette intégrale peut s’exprimer par une intégrapianparties faisant apparaijpe —, :

J.,_\ pde :[ an]\L/z _J.ﬁ/\ \{n dp: Q( \41vs_ %;_J’L/_V\(g_:)lj dp Q \41vs_ \él)s_(u VH,@)

LSVS
Nous en déduisonsA=A + A =l,-1,=0 c.q.f.d.

A la températuret =25°C, la pression du changement d'étauide — vapeur a pour valeur
p, = 64,3 bal. Cette valeur est-elle compatible avec le modé&evdn der Waals déterminé a la

gquestion 1 ?

Nous pouvons lire sur le réseau d’'isothermes pertégue pour des pressions inférieures a 67 bar, |l
n'existe qu’un seul volume possible. La pressiorvaigeur saturante a 25°C est bien trop petite pour
étre compatible avec le modéle de Van der Waabscptigue.

Posons la question poliment & Maple. La résolufione equation du troisieme degré ne pose aucun
probleme et la machine nous renvoie deux valeurptExes conjuguées et une valeur réelle :

> 1:=25:
ps:=64.3e5:
solve(p=ps,Vv);

0.0000757746 0.0000119899 , 0.000075H44®000119899 , 0.0001621

Conclusion ?

Le modele de Van der Waals paracritique ne conwilemic plus si I'on s’éloigne trop de I'état
critique.
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Deuxiéme partie :
Modéle de Van der Waals optimisé pour la température de 25°C au voisinage du palier de changement d’état

5- En réalité, les volumes molaires du liquide déusation et de la vapeur saturante a 25°C sont
respectivemeny_ . =62 mLOmol™ etV_,. =184 mLOmol™*. Bien que nous ne soyons pas trés loin

mLs mVs
du point critique, ces valeurs sont incompatiblgscale modele de Van der Waals étudié a la
question 1.

Déterminer la valeur des parametegesh etr du gaz de Van der Waals ayant le méme palier de
changement d’état que le dioxyde de carbone a 8bf€spectant la construction de Maxwell.

Indication:

vas

i- Définir I'intégrale A= (p- p) dV, comme expression formelle deb eta.
les

> p:=r*T/(v-b)-a/v**2;

T:=25+273.15:
vls:=62e-6: vvs:=184e-6:
ps:=64.3e5:
A:=int(p-ps,v=Vls..vvs):
_rT a
P-= v—-b V2

ii- Déterminer le paramétnecomme expression formelle deet b (procédureMaple solve )
telle que l'isotherme passe par le polrgt(vmes, ps). L'aire A est alors une expression des
deux variables formellesetb.
> v:=vvs:r.=solve(p=ps,r);

r :=18.22835019 a— 99067.12058 a b + 3.968203924 — 21566.32567 b

iii- Déterminer le paramétie comme expression formelle de(procédureMaple solve ) telle
gue l'isotherme passe par le polru(vmvs, ps). L’'aire A est alors une expression de la seule
variable formellea.
> v:=vis:b:=solve(p=ps,b);

~0.0002000000000 ;1069424965 18 a — 0.7844599999 1H)

- 0.4612176392 18 a + 2979.

b:

iv- Déterminer numériquemeat(procédureMaplefsolve ) de telle sorte qué\(a) =0.
> unassign(‘v’):
a:=fsolve(A=0,a);
b:=b;r:=r;
a:=0.232912036

b :=0.000031768936"
r :=6.79563279

Remarque Les nouvelles valeurs sont du méme ordre dedgramngue les valeurs « paracritiques »
a=0,233 PalhO maf au lieu dea=0,196 Palrhill maf,

b=31,8x10° miOmol* au lieu deb=31,3x 10° nimol,
r =6,80 JIK* Omol* au lieu der = 6,09 JIK* Omol?
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6- Représenter sur un méme graphe la branche diqetida branche vapeur de l'isotherme de Van der
Waals a 25°C ainsi que le palier de changemenatdé&trrespondant. Superposer, par une courbe en

style pointillé —optionlinestyle=3  —, les états instables prévus pour cette tempérgiar le
modele de Van der Waals.

> branche_liquide:=plot(p,v=0..vIs,y=0.8*ps..1.2*ps):
palier_de_vaporisation:=plot(ps,v=vls..vvs):
branche_vapeur:=plot(p,v=vvs..1.2*vvs):.
etats_instables:=plot(p,v=vls..vvs, linestyle=3, thickness=1):
plots[display](branche_liquide,

palier_de_vaporisation,

branche_vapeur,

etats_instables,

thickness=3,labels=['Vm’,’p’]);
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Remarque sur le graphe, tracé piliaple les indications en bleu ont été ajoutées pows ghuclarté.

7- Montrer que le potentiel chimiqqe( p) d’'un fluide réel est une fonction continue préaahtune
discontinuité de dérivée poy = p,.

Le potentiel chimique est une fonction continuepdpour chaque phase. La condition d’équilibre
thermodynamique du systéme diphgsg(p) =, ( ps) , assure la continuité poyr= p,.

A température constante, la dérivée du potentighicfue par rapport a la pression est égale au
volume molaire.

La discontinuité du volume molaire a la transitae phaseY,, . <V, implique la discontinuité de
la dérivée de la fonctiop( p) :

lim (a—“] =V,s < lim (a—“] =V e
p-w\0p); 7 p-gl0p);

8- A l'aide d’un logiciel de calcul formel, repréger le graphep(u) pour le dioxyde de carbone a la
températurdg = 25°C dans le cadre du modele de Van der Waals étudigu@estion 4.
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Indication: p(V,,) et u(V,,) sont des fonctions. Le graph®(p) quant a lui ne représente pas

une fonction (en effet, plusieurs valeursudeeuvent correspondre a une méme valeyn) de
Ce graphe doit étre construit comme une courbe npatrmue [u(V,). p(Vy)].

Voir ?plot[parametric] avec l'aide déMaple.

> mu:=p*v-int(p,v):
v:=vils:imus:=mu:v:="v’
mu:=mu-mus:
mu_liquide:=plot([mu(v),p(v),v=0.8*vls..vls],
-100..100,0.8*ps..1.2*ps):
mu_instable:=plot([mu(v),p(v),v=vls..vvs],
-100..100,0.8*ps..1.2*ps,linestyle=3,t hickness=1):
mu_vapeur:=plot([mu(v),p(v),v=vvs..1.2*vvs],
-100..100,0.8*ps..1.2*ps):
plots[display](mu_liquide,
mu_instable,
mu_vapeur,
thickness=3,labels=['mu’,’p’]);

. ﬁ branche liquid
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D’aprés l'allure de ce graphe, peut-on prévoirdtabilité des états sursaturés ?

Nous constatons, pour une pression donnée, qu'@uehatat sursaturé correspond un état
thermodynamiquement plus stable dont le potentighiue est moindre. Les états sursaturés tels
que L' sont donc métastables.

Nous pouvons les observer parce que la trans@ifahsursaturée- état stablenécessite une certaine
activation.

Par contre, entre les deux points de rebroussetesréfats prédits par I'équation de Van der 8/aal
de potentiels chimiques encore plus élevés quétdds sursaturés, ne correspondent a aucune réalité
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