4‘_L¥Cé€ de Kerichen MP — Physique-chimie. Travaux dirigés
BREST

Mécanique : énergie d’accrétion gravitationnelle - Corrigé

1. Etablir les correspondances entre grandeurdriéiees et grandeurs mécaniques en partant de
I'analogie entre les deux lois de force : la loi@®ulomb pour I'électrostatique et la loi de gratitin
universelle pour la mécanique.

Loi de =__ 1 00,4+ = mlmz Loi de
F - F,=-G 2
Coulomb 27 e, 12 = r2 = Newton
charge q o m masse
Constante 1 Oppose de I3
électrostatique ATE - G constante de
[ 0 gravitation
Permittivité ¢ 1
du vide 0 - ATG
Champ = _ = = _ = Champ de
électrique F=qk B F=mg gravitation
Potentiel =_ — Potentiel
électrostatique E =-gradV B g =-grad¢ gravitationnel
V(M):V(MO)—I E@l | .| o(M)=oM,)-[ g
MM MM
Théoréme de @ Eh_dS= h _ q}ﬁ o dS = —41Gm Equivalent
Gauss % = e <% o9 e "t | gravitationnel

2. Par application du théoreme de Gauss pour lzitgtian, déterminer I'expression du champ
gravitationnelg a l'intérieur, puis a I'extérieur du planétoide.

La symétrie sphérique isotrope de centre O implique, pour tout point M, 'ax®©M étant un axe
de symétrie de la distribution de masse, le charapitgtionnelg est radial. De plus, l'isotropie (i.e.

le fait que, vu du centre O, toutes les dlrectldeslespace sont équivalentes) implique que la
composante radiale ne dépend que de la distancenQti¥kr : g gr( )er .

Du fait de cette symétrie, le choix d’'une surfate GaussS, sphérique de centre O a laquelle
appartient le point M s’impose. Le flux sortant dwamp gravitationnel s’écrivant alors :

={p gias=¢p o (remos=dp o (r)as=g(r)fp ds=4m’q (1)
Se Sg S Se

L’expression de la masse intérieure a la surfad8alsss differe selon que le point M est a l'intérie
ou a l'extérieur du planétoide.

Pour un point intérieur au planétoide, celui-einétsupposé homogene, la masse intérieyyen’est
gu’une partie de la masse totdie proportionnelle au volume délimité par la surfaSg et le

théoréme de Gauss s’écrit :
3

P, =41rg, (r) = -4nGm,, = —4nGM %
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Nous en déduisons I'expression du champ gravitagbpour un point intérieur au planétoide :
gr(r):—GM% soit E:—Glggra pour r<R

Pour un point extérieur au planétoide, la massgitirem,, s'identifie & la masse total de celui-
ci et le théoreme de Gauss s’écrit :

@, =41’g, (r) = -4nGm,, =-4GM

Nous en déduisons I'expression du champ grawitagb pour un point extérieur au planétoide,
identique au champ gravitationnel que créeraitruasse ponctuellgl placée au centre O :

gr(r):—GMi2 soit E:—GTE pour r>R
r r

3. En déduire I'expression du potentiel gravitatielnna l'intérieur, puis a I'extérieur du planétoide.

Nous choisissons de considérer que le potentiehelsa linfini. Avec ce choix, le potentiel a
I'extérieur du planétoide a pour expression :

r r

d)(r):—jrgr(r)dr:J.rGMrizdr:{—GM 1j| :—G_M pour r>R
_om

R

Et, enfin, le potentiel a l'intérieur du planétoiggexprime par l'intégrale suivante assurant la
continuité du potentiel :

' GM  ['GMr GM [cemr?] oM r2
¢(r):¢(R)—jRg,(r)dr:— R TR dr =~ = { R L:_E(S_Ej pourr <R

Le potentiel gravitationnel a la surface du plard&a@ pour valeur particuliértpz( R) =

4. Dans le cas d'une répartition continue de chamdge densité vqumiqup(M) a lintérieur d'un
volumert, I'énergie potentielle du systéme de chargesis’écr

e, :%J.”.Tp(M)V(M)dT

Déterminer I'expression de I'énergie potentiellendplanétoide de mas$&, idéalement sphérique et
homogene.

Par analogie, I'expression de I'énergie potentiellene répartition continue de masse de densité

volumiquep (M) a pour expression&, :%J.” n(M)o(m)dr.

Du fait de la symétrie sphérique, nous prenons ptément de volumetde volume d’'une couche
sphérique élémentaire correspondant au volume c¢ésngpitre les spheres de rayoret r +dr,

soit dt = 41r?dr .

_1¢rR 1 M (RGM re o BMA o\ . 2
£ == pq)(r)dr——zﬂ j (3——]4“’ dr =— = j(3—x)xdx

2Jo e Yo R R? 0
3
1 2
Le nombrej (3—x2)x2dx ayant pour valeurg, nous en déduisonst;, = - BC:!
0
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Nous remarquons que cette énergie est négativ&agit d'une énergie de liaison, traduisant la
cohésion du planétoide.

5. En électromagnétisme, nous considérerons gbe @eergie potentielle est associée a I'existence d
champ électrique dans tout lI'espace, la densitGurwigjue d’énergie ayant pour expression

1 = N .
:ESOE . Quelle est I'expression équivalente en gravita#o

Déterminer les énergie§, ,, et & ., associees au champ gravitationnel. Que ¥ayt+¢&, ., ?

int p ext p ext

A la permittivité du videe, correspond en gravitation la grandetum. La densité volumique

, . ., I 4 1 —
d’énergie associée au champ gravitationnel s’doric u = - G g ’

Nous obtenons I'expression dg, . en intégrant sur la totalité du volume intérieur :

int

R 2 2 a1 2
& im :III u dT:—iJA Gl\élr amvar =- M I Xy = - M
volume 8nGJo\ R 2R Jo 1R

intérieur

De la méme fagon, ; nous obtendf)s,, en intégrant sur I'espace extérieur :

™ 2 2 aon 2
Epextzﬂj udt=- = I GIZA arredr =— SV d—)z(:—GM
volume 8nGJr\ r 2R J1 X R

extérieur

__GM? GM?_ 3GM?
pext 10R 2R R

Nous trouvons bien sir la méme expression quuéstion 4. L'interprétation est differente, mais i
s’agit de la méme énergie.

L'énergie totale du champ a donc pour valéu= &, +&

6. Par intégration, la masse du planétoide vadartt aV par dépot de couches homogenes successives,
il nous est possible de déterminer I'expressioiéeergie gravitationnelle du planétoide formé par
accrétion. Que remarque-t-on ?

3
Une mass&m étant apportée a la surface du planétoide de nmasskl = I'énergie de ce dernier

s'accroit (algébriquement) de la quantété, = ¢ (r)dm=- GM im.
r
r.3
Soit : de, == — R dm=- Zpdr=- —fM " awrdr == M ey
r R *TIRSRs R
3
2 el 2
Nous en déduisonse, = - oM J xdx = - 3?_)'!
0

L’énergie d’accrétion s’identifie a I'énergie dihamp gravitationnel aussi bien qu'a I'énergie
potentielle du systeme de masses.
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